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“-¿ podrá volar exitosamente?
-Lo hará porque estuviste aquí a mi lado.”
The Wind Rises, Hayao Miyazaki
“We absolutely must leave room for doubt or there is no progress and no learning. There is
no learning without having to pose a question. And a question requires doubt. People
search for certainty. But there is no certainty. People are terrified -how can you live and
not know? It is not odd at all. You can think you know, as a matter of fact. And most of
your actions are based on incomplete knowledge and you really don’t know what it is all
about, or what the purpose of the world is, or know a great deal of other things. It is
possible to live and not know.”
The Pleasure of Finding Things Out: The Best Short Works of Richard P. Feynman
“Contempla cada camino de cerca, entonces hazte esta pregunta crucial: ¿ me lleva el
corazón por esta ruta? Si lo hace, entonces el camino es bueno. Si no es así, es inútil.”





En esta tesis se ha abordado la cuestión del efecto de las correlaciones
fuertes y del acoplamiento electrón-fonón en las propiedades de transporte
de los sistemas nanoscópicos que exhiben fenómenos de interferencia. He-
mos desarrollado un modelo para describir la interferencia en los sistemas
interactuantes de muchos cuerpos y caracterizado este modelo en diferentes
límites relevantes de alta simetría. El modelo consiste en dos dobletes que
están acoplados a un par de cables de fuente-sumidero. De los cuatro coe-
ficientes de acoplamiento, tres se pueden hacer reales y positivos. La fase
compleja que queda en uno de los acoplamientos permite tener en cuen-
ta la interferencia y puede ser relacionada con la simetría de los estados y
la geometría de la conexión. Las propiedades de transporte se han calcula-
do mediante la extensión de la aproximación non-crossing (NCA) fuera de
equilibrio en el formalismo de Keldysh. Los resultados muestran las conse-
cuencias de la interacción entre la interferencia cuántica y el efecto Kondo
que puede conducir incluso a una conductancia cero causada por la inter-
ferencia total destructiva en el límite de alta simetría. También hemos ex-
plorado el papel de los grados de libertad orbitales en un sistema de dos
puntos cuánticos. Hemos llevado a cabo un cálculo fuera de equilibrio de
las propiedades de transporte que describen cualitativamente experimentos
recientes. Con el fin de incluir el efecto de las vibraciones, que pueden ser
muy importantes en las moléculas, hemos tratado primero el caso de un úni-
co doblete en el límite Kondo acoplado a un único modo bosónico. Hemos
resuelto el problema completo del acoplamiento a los cables conductores y
a los fonones en pie de igualdad con NCA y presentamos el efecto sobre
las propiedades de transporte en el régimen Kondo. También presentamos
los primeros resultados del efecto de las vibraciones en nuestro modelo de
interferencia calculados en equilibrio. En la última parte presento mis resul-
tados experimentales sobre el efecto Hall cuántico entero medido en gases
de electrones bidimensionales.
Palabras clave: Efecto Kondo, transporte cuántico, física mesoscópica, inter-
ferencia, acoplamiento electrón-fonón, electrónica molecular, aproximación
non-crossing, sistemas fuertemente correlacionados, efecto Hall cuántico.
Abstract
In this thesis we have addressed the question of the effect of strong corre-
lations and electron-phonon coupling on the transport properties of nanos-
copic systems exhibiting interference phenomena. We have developed a mo-
del to describe interference in many-body interacting systems and charac-
terized this model in different relevant limits of high symmetry. The model
consists on two doublets which are coupled to a pair of source-drain con-
ducting leads. From the four coupling coefficients, three can be made real
and positive. The remaining complex phase in one of the couplings allows
to take into account the interference. It can be related with the symmetry of
the states and with the geometry of the conection. The transport properties
have been calculated using the extension of the non-crossing approximation
(NCA) out of equilibrium in the Keldysh formalism. The results show the
consequences of the interplay between quantum interference and Kondo ef-
fect which may lead to a zero conductance due to the total destructive inter-
ference in the high symmetry limit. We have also explored the role of orbital
degrees of freedom in a double-quantum dot system. We have performed a
full out of equilibrium calculation of the transport properties which describe
cualitatively recent experiments. In order to include the effect of vibrations,
which may be very important in molecules, we have first treated the case of
one doublet in the Kondo limit coupled to a single bosonic mode. We have
solved the complete problem of the coupling to the conducting leads and
the phonons in equal footing with NCA and present here the effect of vibra-
tions on the transport properties in the Kondo regime. We also present the
first results of the effect of phonons in our interference model calculated in
equilibrium. In the last part I present my experimental results on the integer
quantum Hall effect measured on two-dimensional electron gases.
Keywords: Kondo effect, quantum transport, mesoscopic physics, interfe-
rence, electron-phonon coupling, molecular electronics, non-crossing appro-
ximation, strongly correlated systems, quantum Hall effect.
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De qué va esta tesis
“Why would anyone still want to study a physical phenomenon that was
discovered in the 1930s, explained in the 1960s and has been subject to
numerous reviews since 1970s? Although Kondo effect is a well known
and widely studied phenomenon in condensed-matter physics, it continues
to capture the imagination of experimentalists and theorists alike”
Leo Kouwenhoven, Leonid Glazman
The revival of the Kondo effect, Physics World, Janurary (2001)
En esta tesis presento mis resultados teóricos y experimentales sobre el
transporte eléctrico en sistemas meso y nanoscópicos.
El estudio de las propiedades de transporte de sistemas mesoscópicos
se convirtió en un área de investigación muy activa motivada por los avan-
ces en las capacidades experimentales y por el impulso continuo hacia la
maninaturización de los circuitos electrónicos. Comenzando en los ’80 con
el estudio de las propiedades de transporte de gases de electrones bidimen-
sionales de alta mobilidad en los que se descubrió el efecto Hall cuántico y la
cuantización de la conductancia, la rápida mejora de las técnicas de fabrica-
ción abrió la posibilidad de explorar la naturaleza cuántica del transporte en
una gran variedad de sistemas incluyendo aquellos con correlaciones fuer-
tes. Creciendo a la par, la teoría del transporte en sistemas mesoscópicos fue
de vital importancia ya que desde las propuestas teóricas surgieron expe-
rimentos interesantes y fue posible un entendimiento más profundo de los
fenómenos observados. La descripción del transporte en conductores cohe-
rentes en términos de canales de conducción y el cálculo de la corriente en
términos de coeficientes de transmisión resultantes de una matriz de dis-
persión son la más destacada herencia de este tratamiento teórico de una
partícula.
En la medida en que las dimensiones del sistema se reducen, las inter-
acciones entre los electrones se vuelven más relevantes y otros fenómenos
ocurren. Esto fue notado tempranamente en experimentos usando junturas
tunel donde la carga de una isla metálica pudo ser controlada y cambiada un
electrón por vez. La posibilidad de tener tunneling de electrón único en este
dispositivo está basada en el efecto de bloqueo de Coulomb, el cual es una
consecuencia del costo energético que significa la adición de un nuevo elec-
trón en la pequeña isla. El efecto de la interacción electrón-electrón fue tam-
bién observado en gases de electrones bidimensionales en semiconductores
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donde los electrones pueden ser confinados en pequeñas regiones creadas
con potenciales electrostáticos. El confinamiento da lugar a un conjunto de
estados localizados con un espectro discreto de energías. Por la similitud
en sus propiedades, estas regiones confinadas son llamadas átomos artifi-
ciales o puntos cuánticos y no son exclusivos de los semiconductores. En
ciertos aspectos de las propiedades de transporte, las moléculas colocadas
entre dos electrodos metálicos, por ejemplo, también pueden ser descriptas
como puntos cuánticos. Cuando los puntos cuánticos son muy pequeños, la
repulsión coulombiana es relevante ya que el costo energético de tener dos
electrones en el mismo estado localizado es grande. En particular, cuando
hay un número impar de electrones en el punto cuántico, un nivel de energía
degenerado puede ser ocupado por un electrón con espín para arriba o para
abajo. Dado que el punto cuántico está conectado a electrodos metálicos, los
electrones de conduccción en la fuente y el sumidero pueden ocupar este
estado y así mismo, un electrón en el estado localizado puede saltar hacia
los reservorios. El sistema en este régimen se comporta como una impureza
magnética con espín 1/2 rodeada del mar de electrones de un metal. Hay
procesos de tunneling que están acompañados por una inversión del espín.
Estos traen como consecuencia la formación de un estado a bajas tempera-
turas que entrelaza electrones de conducción y electrones localizados en un
singlete. Este es el llamado efecto Kondo y ha sido observado en una gran
variedad de sistemas experimentales. La ventaja de la realización del efecto
Kondo en sistemas nanoscópicos es el gran control sobre los parámetros y
la posibilidad única de llevar adelante pruebas impensables para impure-
zas magnéticas en metales. Como puede sospecharse, la descripción de las
propiedades de transporte en presencia de interacciones fuertes requiere de
un tratamiento más sofisticado. Para sistemas altamente correlacionados las
herramientas apropiadas son las de la física de muchos cuerpos. Entre otros
fenómenos, una descripción del bloqueo de Coulomb y del efecto Kondo en
puntos cuánticos es posible en este contexto.
Los resultados principales de esta tesis están relacionados con las pro-
piedades de transporte en sistemas interactuantes. Durante estos años la
pregunta que hemos buscado responder es el rol de la interacción electrón-
electrón y del acoplamiento electrón-fonón en la descripción de los fenó-
menos de interferencia en sistemas mesoscópicos. A través del estudio de
diferentes problemas hemos obtenido respuestas muy interesantes, aunque
parciales, a esta difícil pregunta. La interferencia cuántica es una de las ma-
nifestaciones emblemáticas de la coherencia de fase en un conductor mesos-
cópico. Es una prueba de la naturaleza ondulatoria de los portadores y de la
importancia de la fase compleja de la función de onda. En una imágen sim-
plificada los electrones pueden viajar desde la fuente al sumidero siguien-
do diferentes caminos en el interior del conductor. La interferencia puede
ser entendida como resultado de una posible diferencia de fase entre estos
caminos. En presencia de interacciones electrón-electrón la noción de tra-
yectoria de un electrón es menos evidente. En arreglos de puntos cuánticos
con forma de anillo o en moléculas como anulenos, donde la interferencia

puede ocurrir, los estados del sistema son descriptos por funciones de on-
da de muchos cuerpos. Los “caminos electrónicos” posibles tienen que ser
reinterpretados, así como el significado de la diferencia de fase. Nuestra pri-
mera contribución es un modelo para describir la interferencia en sistemas
interactuantes.
Hemos explorado este modelo en los límites interesantes en los que se
desarrolla el efecto Kondo y estudiamos la interrelación entre la interferen-
cia cuántica y las correlaciones electrón-electrón. Observamos que en una
condición de alta simetría es posible observar interferencia destructiva total.
Como un caso particular aplicamos el modelo para estudiar la física de baja
energía de una molécula de benceno conectada de diferentes maneras en los
seis sitios disponibles. Cuando la fuente y el sumidero se conectan forman-
do un ángulo de 120 grados (posición meta) hay un efecto de interferencia
destructiva parcial y la conductancia diferencial muestra la presencia de pi-
cos satélite a voltaje finito como consecuencia de las correlaciones orbitales.
Nosotros consideramos que estas particularidades deberían ser observables
en un experimento.
Los grados de libertad orbitales que son fundamentales para dar cuenta
de los fenómenos de interferencia también fueron recientemente propuestos
como una forma inteligente de realizar la espectroscopia de la función de
onda de muchos cuerpos en el régimen de Kondo. El grupo de Goldhaber-
Gordon [Amasha et al., 2013] reportó un experimento de espectroscopía de
la estructura orbital del Kondo en un sistema de dos puntos cuánticos don-
de los mismos son mutuamente interactuantes y cada uno está conectado a
su propio par de contactos de fuente y sumidero. En un sistema de dos pun-
tos cuánticos acoplados capacitivamente es posible tener un régimen donde
dos configuraciones de carga son equivalentes. En este caso, la ocupación
de un punto cuántico (QD1) o el otro (QD2) es como un índice de pseudo-
espín. Hay un estado cuatro veces degenerado en donde no solo las corre-
laciones de espín, sino también las de pseudo-espín (es decir orbitales) son
relevantes. Bajo ciertas condiciones, los posibles procesos que implican a los
electrones de conducción conducen a un efecto Kondo a bajas temperaturas
que puede ser descipto por un modelo con simetría SU(4). Las propiedades
de transporte en este régimen muestran las principales características del
efecto Kondo con SU(4). En el contexto de nuestro modelo de interferencia,
en el caso de mayor simetría el mismo también tiene simetría SU(4). Propuse
modificar ligeramente nuestro modelo para estudiar el problema de los dos
puntos cuánticos. Hicimos un estudio muy completo de las propiedades de
transporte para este problema interactuante fuera de equilibrio. Encontra-
mos características muy interesantes en las conductancias a través de QD1
y QD2 en función de los voltajes aplicados como consecuencia de las corre-
laciones cruzadas en el régimen de Kondo. Hay contribuciones inelásticas
relacionadas con una modificación de las densidades de estados respecto al
equilibrio. Quiero hacer hincapié en que se trata de un problema muy com-
plicado, al menos si el cálculo de las propiedades de transporte se realiza
utilizando algún formalismo fuera de equilibrio. Encontramos un acuerdo
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cualitativo con los resultados experimentales. Presento una discusión so-
bre las condiciones utilizadas en el experimento para realizar espectrosco-
pía ya que el acoplamiento a los contactos de voltaje es muy similar y la
caída de tensión es bastante simétrica (al contrario de lo que cabría espe-
rar en un caso de espectroscopía túnel). También hemos analizado el efecto
de un campo que rompe la simetría entre las dos configuraciones de carga.
Las energías relativas de los niveles localizados en los puntos cuánticos se
pueden (de-)sintonizar con potenciales electrostáticos. El efecto es como un
desdoblamiento pseudo-Zeeman que rompe la degeneración orbital. Dado
que la degeneración de espín se mantiene, hay un cross-over hacia un efecto
Kondo con simetría SU(2). Algunas de las consecuencias de este desdobla-
miento serían observables en un experimento. Un punto importante que
abordamos es que a los fines de tener simetría SU(4) ambos acoplamientos
totales a los cables (fuente más sumidero) tienen que ser los mismos. Esto es
muy difícil de lograr experimentalmente pero como mostramos, la simetría
SU(4) puede ser restaurada de manera efectiva ajustando adecuadamente
las energías de los niveles para compensar la diferencia de los acoplamien-
tos.
El uso de moléculas para construir transistores moleculares y otros dis-
positivos electrónicos (diodos, interruptores, puertas lógicas) es un área de
investigación muy activa en la actualidad. El estudio del transporte a tra-
vés de moléculas ha exigido el desarrollo de nuevas técnicas experimen-
tales y también nuevas herramientas teóricas para dar una caracterización
más precisa del sistema: molécula más electrodos. En particular, estamos
interesados en las moléculas ya que han demostrado presentar efectos de
interferencia en el transporte. Sin embargo, sus propiedades de transporte
se ven notoriamente afectadas por fonones: una descripción de los fenóme-
nos de interferencia es, por lo tanto incompleta si el efecto del acoplamiento
de electrones y fonones no se tiene en cuenta. En las moléculas, los orbitales
moleculares son los responsables de las propiedades de transporte y la re-
pulsión de Coulomb, así como la respuesta elástica pueden ser importantes.
La pregunta es si la interferencia puede sobrevivir incluso en presencia de
fonones. Hemos estudiado primero el efecto de fonones con sólo un nivel
localizado en el régimen de Kondo. Hemos encontrado que, como conse-
cuencia de los fonones, hay picos adicionales en la conductancia diferencial
a bajas temperaturas. Estos picos satélite corresponden a las réplicas del pico
Kondo. Como consecuencia de las correlaciones, los electrones de conduc-
ción y los electrones localizados se entrelazan formando el singlete Kondo
por debajo de una temperatura característica TK , la temperatura de Kondo.
Discutimos la dependencia de TK con el acoplamiento electrón-fonón, que
según nuestros resultados no es exponencial, sino mucho más suave. Este
estudio de un solo nivel es un paso preliminar antes de tratar el efecto de las
vibraciones en el contexto de nuestro nuestro modelo de interferencia. Este
es un trabajo en curso.
He organizado la tesis cuidando de dar un tratamiento adecuado a to-
das las piezas, haciendo hincapié en nuestro propósito de ponerlas juntos.

La tesis se divide en cuatro partes. En la primera parte motivo (Capítulo
4) e introduzco (Capítulo 5) nuestro modelo de interferencia. Presento los
resultados de algunos límites interesantes en equilibrio en el Capítulo 6 y
nuestro estudio de la interrelación entre efectos de interferencia cuántica
y correlaciones electrón-electrón en el régimen de Kondo observada en las
propiedades de transporte de no equilibrio en el Capítulo 7. La aplicación
del modelo a la molécula de benceno se discute en el Capítulo 8. En la se-
gunda parte el problema de los grados de libertad orbitales en el sistema de
dos puntos cuánticos se analiza en el Capítulo 9 y la restauración efectiva
de la simetría SU(4) se explica en el Capítulo 10. En la tercera parte pre-
sento nuestros resultados sobre el efecto del acoplamiento electrón-fonón.
El Hamiltoniano modelo y algunos límites se introducen en el Capítulo 11
y las propiedades de transporte y el efecto de los fonones en el régimen de
Kondo se discuten en el Capítulo 12. He dejado algunos resultados preli-
minares del efecto de los fonones en nuestro modelo de interferencia para
el Capítulo 13. Ha sido un objetivo de todo el trabajo teórico realizado per-
manecer en un estrecho diálogo con los experimentos. El punto de vista es
el de un físico experimental que busca configuraciones factibles y rangos de
parámetros accesibles. Espero haber alcanzado esta meta.
Al principio de mi tesis se vislumbró la posibilidad de empezar con una
línea experimental de transporte a través de sistemas mesoscópicos. He de-
dicado una gran cantidad de tiempo a la realización de experimentos en ga-
ses de electrones bidimensionales. En la cuarta parte resumo los primeros
pasos en esta dirección y mis resultados sobre efecto Hall cuántico medido
a un campo magnético de 16 Tesla y a una temperatura de 35 mK.
Parte I: Interferencia en sistemas fuertemente co-
rrelacionados
Uno de los indicadores de la naturaleza cuántica del transporte en sis-
temas mesoscópicos es la presencia de interferencia. Como ejemplo, se ha
informado en anillos metálicos de oro de tamaño micrométrico [Webb et al.,
1985] [Chandrasekhar et al., 1985] la ocurrencia de oscilaciones en la con-
ductancia como una función del flujo magnético que atraviesa el anillo. Es-
ta es una manifestación del efecto Aharanov-Bohm [Aharonov and Bohm,
1959] y pone en evidencia la naturaleza ondulatoria de las partículas en los
sistemas cuánticos. Como se muestra en la Fig. 1.1(a) los electrones que van
desde 1 hasta 2 pueden tomar dos caminos diferentes, denominados A y B.
Haciendo un análisis de las contribuciones dominantes 1, se puede conside-
rar que cada uno de estos caminos está pesado por una amplitud tA y tB,
cuyo módulo al cuadrado da la probabilidad de transmisión de un electrón
1El análisis a continuación es incompleto ya que no tiene en cuenta los múltiples ca-
minos posibles mediante los cuales un electrón puede ir de 1 a 2. El problema está más
bien planteado como una doble rendija. El análisis permite igualmente discutir los puntos
importantes que se pretende remarcar.
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Figura 1.1: (a) Esquema del transporte a través de un anillo metálico atravesado por un
flujo magnético φ. Los electrones pueden ir del punto 1 al 2 a través del brazo A o B. (b)
Modelo discreto del anillo como un arreglo de N-sitios en forma de anillo.
Con el fin de calcular las propiedades de transporte, la corriente eléctrica
puede ser relacionado con la probabilidad de un electrón para ir de 1 a 2.
En otras palabras, puede ser relacionado con la transmisión T1→2, que es el
módulo al cuadrado de la suma de las amplitudes
T1→2 = |tA + tB|2.
Es posible avanzar en el cálculo introduciendo un modelo discreto para
el anillo. Como se muestra en la Fig. 1.1(b), el anillo es descripto por un arre-
glo de sitios utilizando un modelo de enlace fuerte. Todos los sitios tienen
la misma energía y la amplitud del salto de un sitio a otro es t (considerada
real). En presencia de un campo magnético, la fase de la función de onda
se modifica para incluir el potencial vector A(r). Esto puede ser tenido en
cuenta con una amplitud de salto efectiva t̃mn = t e
ie
~cA(rn)·(rm−rn), del sitio n
a m. Las amplitudes resultan
tA/B = t e
i e~
∫
A/BA(r)·dl = t eiϕA/B ,
donde ϕA/B es la fase acumulada en rutaA oB. Está claro que T1→2 depende
sólo de la diferencia de fase de las trayectorias ϕA−ϕB. Esta puede a su vez
ser relacionada con el flujo magnético φ dentro de la superficie del bucle S,
ϕA − ϕB = e~
∮
A(r) · dl = BS = φ, de este modo








que es periódica en el cuanto de flujo φ0 = hce como se encuentra en los
experimentos.
Este sencillo cálculo ilustra el fenómeno cualitativo estudiado en la pri-
mera parte y también los ingredientes principales a tener en cuenta. En pri-
mer lugar, para calcular la conductancia, se necesita la transmisión [Lan-
dauer, 1970], que a su vez significa que las amplitudes de los diferentes ca-
minos tienen que ser calculadas. Esto se puede hacer en términos de pro-
pagadores o funciones de Green de un modo muy general [Fisher and Lee,

1981]. Para el cálculo de estas funciones de Green, la información completa
del sistema entra en juego. En segundo lugar, una vez que se conocen los
propagadores (quizás en alguna aproximación), hay un parámetro externo,
como ser el flujo magnético que controla la diferencia de fase y sintoniza la
interferencia. Hay, sin embargo, un punto importante para remarcar. Esta-
mos interesados en los sistemas que son interactuantes. En este caso, no es
posible mantener una imagen de un electrón y calcular las propiedades de
transporte como en el ejemplo.
Figura 1.2: Esquema de un arreglo triangular de tres puntos cuánticos conectado a dos
cables conductores. Hay un flujo magnético φ que atravieza el sistema. Los parámetros
relevantes son amplitudes de tunneling entre los puntos cuánticos t y el acoplamiento de
los puntos 1 y 3 con los cables tLD.
Un sistema de tres puntos cuánticos
Como motivación de este problema, en lugar de un anillo metálico mo-
delado con un arreglo de sitios discretos, se puede considerar un sistema
formado solamente por tres puntos cuánticos. Han habido realizaciones ex-
perimentales de arreglos triangulares de tres puntos cuánticos [Gaudreau
et al., 2012] [Seo et al., 2013] como el que se esquematiza en la Fig. 1.2.
Los parámetros relevantes para cada punto cuántico son las energías de
los niveles localizados y la repulsión de Coulomb. Como se muestra en la
figura, hay una amplitud de salto t entre los puntos que tomamos como
nuestra unidad de energía (t = 0.23 meV) y un elemento de matriz de aco-
plamiento de los sitios 1 y 3 a los conductores tLD. Además, hay un flujo φ
atravesando el triángulo que se puede incluir como una amplitud de salto
efectiva entre los puntos cuánticos. Éstos además son mutuamente interac-
tuantes, es decir, la repulsión electrón-electrón no es despreciable entre ellos
y el estado de carga de un punto afecta a los demás 2. Como se discute en
el Capítulo 4, hemos considerado sólo un nivel relevante en cada sitio y to-
mado parámetros experimentales. Si el sistema de tres puntos cuánticos es
asimétrico y la energía en el sitio 2 es mucho más pequeña, esta ocupación
siempre se ve favorecida. Exploramos este régimen que se ha propuesto co-
mo un filtro de espín [Delgado et al., 2008]. Si hay tres niveles, es posible
tener en principio seis electrones en total. Hemos considerado los casos de
un y dos electrones. Las energías propias del sistema desacoplado de los
contactos como función del flujo magnético se muestran en el panel supe-
rior de la Fig. 1.3. En el caso de que hay sólo un electrón en los tres puntos
2Esto puede conducir a una frustración de carga en el triángulo [Seo et al., 2013]
 1. De qué va esta tesis


























Figura 1.3: (arriba) Auto-energías en función del flujo magnético en unidades de la cuanto
de flujo. Los resultados corresponden a tener en total un electrón (línea roja punteada) y dos
electrones en el sistema en una configuraciónn singlete (línea de color negro continua) o tri-
plete (línea azul punteada). La unidad de energía es t = 0.23 meV. (abajo) Conductancia G
en unidades de G0 = e2/h como una función del flujo magnético para varias temperaturas.
cuánticos (línea roja discontinua), este ocupa el sitio 2 y su energía sólo se ve
afectada por el efecto Zeeman. Dado que la orientación del campo magné-
tico es arbitraria, elegimos que este electrón tenga espín hacia arriba. En el
caso de dos electrones, hay muchos estados posibles que se pueden clasifi-
car de acuerdo con el espín total. El estado fundamental es un singlete (línea
de color negro en la figura) y su energía oscila con el campo magnético. Los
puntos importantes para las propiedades de transporte son los cruces de ni-
veles. En estos puntos, los estados fundamentales de uno y dos electrones
se vuelven degenerados. La probabilidad de que un electrón entre o salga
del sistema de tres puntos cuánticos es máxima en estos valores de campo.
Esto da lugar a los picos observados en la conductancia que se muestra en
el panel inferior de la Fig. 1.3 como función del flujo magnético. Para poder
formar el singlete, el electrón que lleva la corriente tiene el espín para aba-
jo. La corriente está por lo tanto polarizada en espín y puede ser cambiada
entre los estados de alta-baja corriente con el campo magnético. Este siste-
ma se comporta como una válvula de espín [Tosi and Aligia, 2011]. Cerca
de los puntos de degeneración, es posible describir la física de baja energía
con un modelo efectivo. La conductancia entre los electrodos conductores

a izquierda y derecha se puede obtener de la transmitancia a través de este
sistema efectivo. De este modo es como se obtiene el resultado de la Fig. 1.3.
En este modelo hay un nivel sin-espín cuya energía es la diferencia entre las
energías de los estados fundamentales de uno y dos electrones. Este modelo
da la descripción correcta siempre que el desdoblamiento Zeeman es gran-
de. Si los estados de espín hacia arriba y hacia abajo son cuasi-degenerados,
este modelo efectivo simple tiene que ser abandonado.
Figura 1.4: Representación esquemática del transporte a través de un sistema interactuante
que presenta fenómenos de interferencia. La fuente (sumidero) está conectada al sitio i (j).
Hay dos estados de muchos cuerpos muy cercanos en energía que puede ser etiquetados como
K1 y K2 según su simetría. Estos son los estados que pueden ser ocupados y que pueden
acumular una fase diferente.
El modelo de Aligia
El transporte a través del sistema de tres puntos cuánticos pone de ma-
nifiesto la importancia de los cruces de niveles en los que estados funda-
mentales con diferente número de electrones se vuelven degenerados. En
los sistemas interactuantes la interferencia cuántica puede aparecer cuan-
do dos estados deN±1 electrones se vuelven degenerados con un estado de
N electrones3. Como se ilustra en la Fig. 1.4, los dos estados de muchos cuer-
pos pueden ser etiquetados por K1 y K2 según su simetría 4. Estos son los
estados que comunican los sitios i (fuente) y j (sumidero). La ocupación de
cualquiera de estos estados de muchos cuerpos es equivalente a la elección
de los “caminos” en el anillo. Está claro que dependiendo de la simetría de
los estados y de la geometría de la conexión, es posible tener una diferencia
de fase [Rincón et al., 2009]. Como se observó en el caso de los tres puntos
cuánticos, la física de baja energía puede describirse con un modelo efecti-
vo. En el Capítulo 5 presentamos nuestro modelo para el tratamiento de la
interferencia en sistemas interactuantes: el modelo de Aligia [Roura-Bas et al.,
3Considerar dos estados es desde luego el caso más simple, pero es suficiente.
4Para hacerse una buena idea, puede pensarse que estos son estados de Bloch en un
sistema finito con simetría de traslación (como un anillo de n sitios) etiquetados con dos
vectores de onda posibles.
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Figura 1.5: Representación esquemática del modelo de Aligia para el tratamiento de la
interferencia en los sistemas interactuantes. En el modelo hay dos dobletes con energías
E1 y E2 que corresponden a la diferencia de energía entre los estados fundamentales de
N y N ± 1 electrones. Los elementos de matriz del acoplamiento al cable de la izquierda
(L) y derecha (R) son V iν , con ν = L,R e i = 1, 2. Tres de los cuatro acoplamientos se
pueden hacer reales con transformaciones de calibre. Hay un acoplamiento que sigue siendo
complejo cuya fase φ permite tener en cuenta los efectos de interferencia.
2011]. Es uno de los ingredientes principales de las contribuciones teóricas
presentadas en esta tesis.
Un esquema de nuestro modelo se muestra en la Fig. 1.5. La diferencia
de energía entre el estado fundamental con N electrones y los dos estados
con N ± 1 electrones son Ei (i = 1, 2). Consideramos N par, por lo tanto, los
niveles de energía son dobletes. El acoplamiento de los estados de muchos
cuerpos con los conductores puede obtenerse a partir de la superposición
de las funciones de onda. En el modelo la conexión a la izquierda (L) y de-
recha (R) se tiene en cuenta con los acoplamientos V iν , donde ν = L,R. Tres
de los cuatro acoplamientos se pueden hacer reales mediante transforma-
ciones de calibre. Hay un acoplamiento que sigue siendo complejo. La fase
φ en V 2R = |V 2R|eiφ representa la diferencia de fase en el transporte entre los
estados de muchos cuerpos. El modelo describe la física de baja energía cer-
ca de los puntos de degeneración. Contempla la adición de un electrón extra
(o un hueco). La adición de más electrones o huecos no se tiene en cuenta.
De hecho, esto puede corresponder a otros estados fundamentales y por lo
tanto a otros cruces. En el modelo, esto significa que la doble ocupación de
los dobletes está prohibida. Es como tener una repulsión de Coulomb infi-
nita entre e intra-niveles. El modelo es en sí mismo interactuante y difícil de
resolver pero permite describir los fenómenos de interferencia y la interre-
lación con correlaciones electrón-electrón, en particular con el efecto Kondo
[Roura-Bas et al., 2011].
Con el fin de resolver el modelo de Aligia usamos una aproximación
numérica llamada aproximación non-crossing (NCA, aproximación sin cru-
zamientos) [Coleman, 1984] [Brickers et al., 1987] que ha demostrado ser
apropiada para resolver el modelo Anderson fuera de equilibrio [Wingreen
and Meir, 1994]. Me parece que la NCA es una técnica muy útil y por lo
tanto he decidido incluir una derivación extendida y algunos detalles en los
Apendices A, B y C, lo que hace más accesible su comprensión y su imple-
mentación. La NCA tiene sus ventajas y desventajas. Una de las desventajas

importantes es que no satisface las propiedades del líquido de Fermi a tem-
peraturas muy bajas. Sin embargo, es una aproximación que incluye contri-
buciones a todos los órdenes en perturbaciones en la hibridación y da bien
la temperatura de Kondo [Costi et al., 1995]. Con respecto a las ventajas, en
primer lugar, en comparación con otras técnicas es bastante simple de ex-
tender la aproximación y trabajar con dos (o más) dobletes. Esto es esencial
para nosotros. El costo computacional de otras técnicas más robustas como
el grupo de renormalización numérica (NRG) es muy alto. En segundo lu-
gar, una de las grandes ventajas es que la NCA se puede extender a resolver
el problema fuera de equilibrio. Hay una expresión general derivada por
Meir y Wingreen para calcular las propiedades de transporte en sistemas
interactuantes [Meir and Wingreen, 1992]. Como se discute en el Capítulo
3, el uso de este formalismo se basa en el cálculo de funciones de Green de
no-equilibrio. En este sentido, nuestros resultados son muy generales y cer-
canos a los experimentos, que funcionan a temperatura y voltaje finito. En
algunos casos, un cálculo de no-equilibrio no es necesario ya que a volta-
je pequeño las propiedades de transporte se pueden obtener en el régimen
de respuesta lineal. Sin embargo, en el caso particular de nuestro modelo el
acoplamiento a los cables a izquierda y derecha se representa por matrices
de hibridación ΓL y ΓR, que excepto por el caso de φ = 0, no son proporcio-
nales. No es posible utilizar una hibridación efectiva y simplificar el cálculo
de la corriente. Creo que esta es también una importante contribución de
esta tesis.
El límite de un doblete
Un estudio de nuestro modelo en algunos límites interesantes se presen-
ta en el Capítulo 6. Como punto de partida para la caracterización de este
modelo desacoplamos uno de los niveles: V 2L = V
2
R = 0 y estudiamos una
condición simétrica |V 1L | = |V 1R| = V (véase la configuración de la Fig. 1.6(a)).
En este caso particular, todos los acoplamientos pueden tomarse reales y
nuestro modelo se reduce al conocido modelo de Anderson para espín 1/2
con un nivel [Anderson, 1961]. Este modelo fue propuesto por Anderson
para entender el efecto de las impurezas magnéticas en metales. De hecho,
como se muestra en la Fig. 1.6(b), cuando la energía del doblete Ed está muy
por debajo del nivel de Fermi, el estado localizado está siempre ocupado a
bajas temperaturas. Puede ser ocupado con un electrón con espín para arri-
ba o con un electrón con espín para abajo. En el caso de impurezas magné-
ticas los orbitales están muy localizados y la repulsión de Coulomb es gran-
de. Esto implica que sólo hay un electrón por vez en la impureza que sigue
siendo magnética. En nuestro modelo este también es el caso, es como un
momento magnético 1/2 rodeado de un mar de electrones de conducción.
Ya que el doblete se hibrida con las bandas de conducción, hay procesos en
los que un electrón que ocupa el doblete tunelea a la banda de conducción y
otro electrón de conducción salta de nuevo a ocupar el hueco dejado. Estos
procesos pueden ser acompañados con inversión del espín. Como mostró
 1. De qué va esta tesis
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Figura 1.6: (a) Esquema del modelo de interferencia cuando sólo hay un doblete. Este se
reduce al modelo Anderson de un nivel. (b) La energía Ed del doblete está muy por debajo
del nivel de Fermi εF de los electrones de conducción en los cables a la izquierda y derecha.
(c) Densidad de estados del nivel localizado a bajas temperaturas como función de la energía
calculada en equilibrio (curva negra) y para varios voltajes (curvas de trazos) hasta Vbias =
0.5 (curva roja). Hay un pico centrado en ω = Ed = −4 que corresponde al pico de
transferencia de carga. El ancho de este pico está dado por la hibridación con las bandas de
conducción. Este es el origen del tiempo de vida finito de un electrón en el nivel localizado.
Este ancho, en la ausencia de interacciones, se denomina ancho del nivel resonante ∆ = 1
y es nuestra unidad de energía. Hay otro pico cerca de ω = εF = 0. Esta es la resonancia
Kondo. La ancho de este pico está relacionado con la temperatura de Kondo TK que es la
escala relevante en el régimen de Kondo. La resonancia se divide fuera de equilibrio. (d) La
conductancia en unidades deG0 = 2e2/h como función de la temperatura escalada por TK .
La línea negra continua corresponde al resultado obtenido en respuesta lineal mientras que
los cuadrados rojos corresponden al cálculo fuera de equilibrio. Nuestros resultados están
de acuerdo con el grupo de renormalización numérica (línea de trazos) en varias décadas de
temperatura.
Jun Kondo [Kondo, 1964], estos son los procesos relevantes que conducen a
un comportamiento diferente a bajas temperaturas. Por debajo de una cier-
ta temperatura característica, la temperatura de Kondo TK , el magnetismo
es apantallado por la formación de un estado de muchos cuerpos singlete
que entrelaza a los electrones localizados y los electrones de conducción.
Este es el efecto Kondo [Hewson, 1997]. Como se muestra en la Fig. 1.6(c),
una de las firmas del desarrollo del efecto Kondo es un incremento de la

densidad de estados de la impureza a bajas temperaturas cerca del nivel de
Fermi εF = 0 [Tosi et al., 2012b]. Se puede observar en la figura que hay dos
picos en la densidad de estados del nivel localizado. Hay un pico situado
en ω = Ed = −4 que corresponde al pico de transferencia de carga. Sería
la única contribución esperada a altas temperaturas. El ancho del pico es-
tá relacionado con la hibridación con la banda de conducción, en ausencia
de interacciones se llama ancho del nivel resonante ∆, que tomamos como
nuestra unidad de energía ∆ = 1. El otro pico, que está más cerca de la ener-
gía de Fermi εF = 0 es la resonancia Kondo, cuya ancho está relacionado con
TK . Se puede observar que la resonancia se divide a voltaje finito. En la Fig.
1.6(d) la conductancia en unidades de G0 = 2 e
2
h
se muestra como función de
la temperatura. La línea de color negro corresponde a un cálculo en respues-
ta lineal y los cuadrados rojos son el resultado del cálculo de no-equilibrio
obtenido de la conductancia diferencial dI/dV en Vbias = 0. 5 Los resultados
se encuentran en muy buen acuerdo con los del grupo de renormalización
numérica (línea discontinua) en varias décadas de temperatura [Tosi et al.,
2012b].
Empezamos la caracterización de nuestro modelo con el estudio de las
propiedades de transporte en el límite de un solo doblete de espín conecta-
do a izquierda y derecha. Nuestro modelo se reduce al modelo Anderson de
espín 1/2 que tiene simetría SU(2), es decir, la simetría de rotación comple-
ta de un espín 1/2. Este problema ha sido muy bien estudiado y es posible
comparar nuestros resultados de la física Kondo con otras técnicas robus-
tas como NRG o los resultados exactos de Bethe-Ansatz. Además han ha-
bido numerosas realizaciones experimentales del efecto Kondo en muchos
sistemas diferentes como puntos cuánticos semiconductores [Goldhaber-
Gordon et al., 1998b] [Goldhaber-Gordon et al., 1998a] [Cronenwett et al.,
1998] [van der Wiel et al., 2000], nanotubos de carbono [Nygård et al., 2000]
e incluso moléculas [Park et al., 2002] [Liang et al., 2002] dando pruebas de
su universalidad. El estudio de este límite nos permitió probar las predic-
ciones sobre las propiedades de transporte en el régimen de Kondo [Ng and
Lee, 1988] [Glazman and Raikh, 1988] [Meir et al., 1993].
El límite de simetría SU(4)
Cuando ambos dobletes juegan un papel, una rica variedad de regíme-
nes se puede explorar con el modelo. En el caso particular en que ambos
dobletes tienen la misma energía E1 = E2 (ver Fig. 1.7(a)), una simetría más
alta se puede obtener si todos los acoplamientos son iguales en amplitud
|V 1L | = |V 2L | = |V 2R| = |V 1R| = V . La primera condición hace que los cuatro
estados |iσ〉 esten degenerados. En el caso de φ = π, utilizando la segun-
da condición es posible formar una combinación lineal de los dobletes para
mostrar que el Hamiltoniano del modelo tiene simetría SU(4). En el contex-
to de nuestro modelo de interferencia, la realización del efecto Kondo SU(4)
5Se obtiene la conductancia diferencial mediante una diferenciación numérica de la co-
rriente con respecto al voltaje aplicado.
 1. De qué va esta tesis
es muy interesante porque el estado de muchos cuerpos formado por deba-
jo de TK entrelaza los electrones localizados y de conducción en los grados
de libertad orbitales y de espín. Como consecuencia de esto las propieda-
des de transporte son distintivas en este régimen [Roura-Bas et al., 2011].
Por otra parte, ha habido una gran cantidad de estudios teóricos sobre las
propiedades de transporte que deberían observarse en el caso SU(4) [Borda
et al., 2003] y varias realizaciones experimentales [Tettamanzi et al., 2012]
[Jarillo-Herrero et al., 2005] que se puede analizar.
Como resultado de la degeneración adicional no sólo procesos de inver-
sión del espín, sino también procesos de inversión orbital son posibles. Esto
conduce a un aumento de la temperatura de Kondo en varios órdenes de
magnitud. La densidad de estados correspondiente al doblete con la ener-
gíaE1 (llamado doblete 1) se muestra en la Fig. 1.7(c) en el límite de simetría
SU(4). Se puede observar que la resonancia Kondo es más ancha que en el
caso SU(2) y el máximo se desplaza hacia energías positivas. Lo primero es
un reflejo de una mayor TK y lo último es debido al hecho de que la ocupa-
ción total, que es casi uno en el régimen de Kondo, es igualmente compar-
tida por los cuatro estados |iσ〉 conduciendo a una ocupación parcial cerca
de 〈niσ〉 ∼ 0.25 [Tosi et al., 2012a]. En acuerdo con esta ocupación, la regla
de suma de Friedel impone el valor de la densidad de estados en el nivel de
Fermi en un valor más bajo que en el caso SU(2).
De SU(4) a SU(2)
La simetría SU(4) es difícil de realizar experimentalmente. Por ejemplo,
si las energías de los dobletes son ligeramente diferentes, la degeneración
completa de cuatro se pierde; o si los acoplamientos no son los mismos.
La simetría SU(4) se pierde también en nuestro modelo si la fase no es π.
Como veremos, es interesante estudiar el efecto de un campo que rompe la
simetría en las propiedades del modelo. Introducimos un desdoblamiento
δ = E2 −E1 (véase la Fig. 1.7(b)), que permite explorar el cross-over entre los
dos dobletes degenerados con simetría SU(4) para δ = 0 y un doblete con
simetría SU(2) en el límite de δ → ∞ [Tosi et al., 2012a]. En el Capítulo 6
nuestros resultados sobre el efecto de la ruptura de simetría con el campo δ
se discuten en equilibrio. Como se muestra en la Fig. 1.7(d), la densidad de
estados de los dobletes ρ1 (línea de color negro) y ρ2 (línea discontinua roja)
cambia drásticamente con δ. A medida que δ aumenta, la ancha resonancia
Kondo en ρ1 se convierte en un pico Kondo estrecho centrado en ω ∼ 0
correspondiente a la degeneración espín restante. El modelo se reduce a un
modelo de Anderson de un nivel con simetría SU(2) para δ → ∞. No hay
vestigio de la resonancia Kondo en ρ2 a temperaturas bajas. Para δ finito
también aparecen picos satélite. En ρ1 hay un pico en ω = −δ y en ρ2 un
pico satélite aparece en ω = +δ. Estos picos, como la resonancia Kondo,
también son producidos por correlaciones.
Es muy útil seguir la evolución de la temperatura de Kondo con δ. El
valor de TK(δ) puede ser extraído de la mitad de la ancho a mitad del má-
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Figura 1.7: Esquema de nuestro modelo de interferencia (a) en una condición de alta si-
metría y φ = π, y (b) bajo el efecto de un campo de ruptura de simetría que produce un
desdoblamiento de energía δ = E2 − E1. (c) Densidad de los estados correspondiente al
doblete de energía E1 (llamado doblete 1) en el límite de simetría SU(4). La evolución con la
temperatura se muestra en el recuadro interior. Además del pico de transferencia de carga
ubicado en ω = E1 = −4 hay un pico cerca de ω = 0 que corresponde a la resonancia
Kondo. En este límite de mayor simetría la degeneración es cuatro (dos dobletes de espín
degenerados) en lugar de solamente dos como en el caso SU(2) de un nivel. Hay más pro-
cesos virtuales que contribuyen al efecto Kondo en este límite de simetría SU(4) respecto al
SU(2). El ancho de la resonancia, relacionada con la temperatura de Kondo TK es órdenes
de magnitud más grande. Además, el máximo del pico se desplaza a la derecha. (d) Evo-
lución de la densidad de estados de los niveles localizados con δ. La línea continua negra
(línea discontinua roja) corresponde a ρ1σ (ρ2σ). A medida que δ aumenta las densidades
de estado se tornan muy diferentes. En ρ1σ hay una resonancia Kondo estrecha debido a la
degeneración de espín y también un pico satélite en ω = −δ. En ρ2σ, para δ suficientemente
grande, sólo hay un pico ubicado en ω = +δ. En el último panel, las curvas de líneas azules
discontinuas corresponden a valores intermedios de δ.
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Figura 1.8: Evolución de la temperatura de Kondo TK con la ruptura de simetría generada
por el campo δ. La línea discontinua corresponde a una expresión analítica que obtuvimos
mediante un cálculo variacional. Los cuadrados corresponden a los valores tomados del an-
cho mitad a la mitad del máximo del pico de Kondo cerca de ω ∼ 0 en ρ1.
ximo (HWHM) del pico Kondo cerca de ω ∼ 0 en la densidad de estados
del doblete 1, que tiene una energía fija. Esto se muestra en la Fig. 1.8. Pa-
ra δ = 0 el Hamiltoniano tiene simetría SU(4). Las densidades de estados
para los dobletes son las mismas y el ancho que da la temperatura de Kon-
do TK(SU(4)) es grande. Mientras δ < TK(SU(4)) las densidades de estado
no se modifican fuertemente aunque la simetría ya está rota. Un comporta-
miento similar se observa en el caso de un doblete en presencia de un campo
magnético que rompe la degeneración de espín [Costi, 2000] [Aligia and Sal-
guero, 2004]. Cuando δ > TK(SU(4)), la temperatura de Kondo disminuye
órdenes de magnitud como debe de ser para alcanzar TK(SU(2)) en el lími-
te de gran desdoblamiento. La línea a trazos en la figura corresponde a una
expresión analítica que obtuvimos mediante un cálculo variacional. Nues-
tra expresión interpola entre ambos límites (SU(4)→ un nivel con SU(2)) y
está en buen acuerdo con los valores extraídos de HWHM de la resonancia
Kondo en la densidad de estados [Tosi et al., 2012a].
Aparte de las propiedades eléctricas, en la perspectiva de nuevos dispo-
sitivos ha habido un creciente interés en la comprensión de la transferencia
de calor en sistemas nanoscópicos. El calentamiento es perjudicial para cual-
quier dispositivo que busque ser útil. Una de las soluciones propuestas es
utilizar el efecto Seebeck para convertir una diferencia de temperatura en un
voltaje. Para este propósito, hay una búsqueda actual de materiales con gran
poder termoeléctrico (o coeficiente Seebeck). En los sistemas nanoscópicos,
el poder termoeléctrico está relacionado aproximadamente a la derivada de
la densidad de estados en el nivel de Fermi [Costi, 2010]. Hemos observa-
do que el máximo de la densidad de estados en el SU(4) se desplaza hacia
la derecha (ver Fig. 1.7(c)), la pendiente en el nivel de Fermi es grande, re-
sultando en un incremento del poder termoeléctrico. Hemos estudiado las
propiedades termoeléctricas en el cross-over SU(4)→SU(2) [Roura-Bas et al.,
2012b] aunque estos resultados no forman parte de esta tesis.
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Figura 1.9: Esquema de nuestro modelo de interferencia con respecto a las propiedades de
transporte para φ = π y para acoplamientos iguales (a) con E2 = E1 y (b) bajo el efecto
de un campo de ruptura de simetría que produce un desdoblamiento δ = E2 − E1. (c)
Conductancia (eje izquierdo), ocupaciones 〈ni〉 (eje derecho) y temperatura de Kondo TK
(recuadro interior) como una función de δ.
Interrelación entre la interferencia cuántica y el efecto Kondo
en las propiedades de transporte
En la condición de δ = 0 el Hamiltoniano de nuestro modelo tiene si-
metría SU(4). Sin embargo, con respecto a las propiedades de transporte es
muy diferente de un modelo de Anderson SU(4). De acuerdo con este mo-
delo cada uno de los estados degenerados |iσ〉 está acoplado a su propio par
de cables de fuente y sumidero. Como se muestra en la Fig. 1.9(a), en nuestro
modelo este no es el caso ya que el SU(4) se puede encontrar haciendo una
combinación lineal de los dobletes |1σ〉 ± |2σ〉 que se acoplan a la izquierda
y a la derecha de una manera especial. De hecho, en el límite de simetría
SU(4) los cables están desconectados de manera efectiva. Las propiedades
de transporte obtenidas con nuestro modelo se discuten en el Capítulo 7.
El principal resultado se condensa en la Fig. 1.9(c) que muestra la evolución
de la conductancia (eje de la izquierda) y las ocupaciones (eje de la derecha)
con δ [Roura-Bas et al., 2011].
 1. De qué va esta tesis
En el límite de δ = 0, los dobletes están degenerados y nuestro modelo
tiene simetría SU(4). En este caso de fase π, la conductancia es cero debido
al efecto de la interferencia total destructiva. Por otra parte, la conductancia
está fuertemente suprimida mientras δ < T SU(4)K y las ocupaciones son casi
las mismas para ambos dobletes. Cuando δ ∼ TK(SU(4)) la conductancia
comienza a aumentar y las ocupaciones se separan. Como se muestra en
la Fig. 1.9(b), para δ finito nuestro modelo se reduce a un Anderson SU(4)
con un campo de ruptura de simetría. En el límite de δ infinito, se recupe-
ra un modelo SU(2) de un solo nivel. Tan pronto como las ocupaciones de
los dobletes son diferentes, se pierde el efecto de la interferencia destruc-
tiva. La conductancia aumenta hasta el límite unitario, 2e2/h, mientras que
〈n1〉 → 1 y 〈n2〉 → 0. Hay características muy interesantes que se pueden ob-
servar en este cross-over causadas por la interrelación entre las correlaciones
electrón-electrón y la interferencia cuántica en el régimen de Kondo. Entre
ellas, para δ finito aparecen picos inelásticos en la conductancia diferencial
a voltaje Vbias = 2δ que corresponden a los picos satélites observados en las
densidades de estados. La presencia de picos satélite en la dI/dV ha sido
observada experimentalmente por Tettamanzi et al. en el cross-over de sime-
tría SU(4) a SU(2) por la aplicación de un campo magnético (es decir, desde
degeneración orbital y de espín a sólo orbital) [Tettamanzi et al., 2012].
La molécula de benceno
El transporte a través de moléculas ha sido un área de investigación muy
activa en los últimos 20 años [Cuevas and Scheer, 2010]. Después de los pri-
meros experimentos con moléculas para formar junturas moleculares [Reed
et al., 1997], los avances han implicado tanto a la teoría como a los expe-
rimentos. En el aspecto teórico, se hizo evidente la necesidad de cálculos
confiables de la estructura electrónica molecular en presencia de los electro-
dos metálicos para complementar la mediciones [Nitzan and Ratner, 2003].
En el lado experimental, diferentes técnicas se han empleado (por ejemplo,
juntura por rotura controlada mecánicamente, electromigración, fabricación
de nanogaps, realización de contacto por AFM y STM utilizando puntas
conductoras) para poner en contacto las moléculas con electrodos de una
manera controlada y para alcanzar configuraciones de una sola molécula
[Tao, 2006]. Por otra parte, con el fin de construir un transistor molecular
es necesario disponer de una perilla adicional en las junturas que actúe co-
mo compuerta. Ha habido una gran cantidad de desafíos para mejorar la
fabricación de dispositivos y las ideas hoy en día van más allá de las propie-
dades de transporte para tomar ventaja también de las propiedades mecá-
nicas, ópticas y térmicas [Aradhya and Venkataraman, 2013]. En particular,
se ha reportado recientemente en monocapas auto-ensambladas [Guédon
et al., 2012] y también en junturas moleculares [Ballmann et al., 2012] la pre-
sencia de efectos de interferencia en el transporte en moléculas. Más aún,
un estudio de la ley de superposición de Kirchoff para circuitos electrónicos
se ha realizado en moléculas utilizando dos columnas vertebrales idénticas
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paralelas y demostró fallar dramáticamente debido a la interferencia cuán-
tica constructiva [Vazquez et al., 2012]. Estos hallazgos notables destacan
la naturaleza ondulatoria de los portadores de carga en las moléculas y la
coherencia de fase de estos dispositivos [Nichols and Higgins, 2012]. Te-
niendo esto en mente, hay una vieja propuesta de Cardamone et al [Carda-
mone et al., 2006] [Stafford et al., 2007] para construir un QuIET (Quantum
Interference Effect Transistor o transistor de efecto de interferencia cuán-
tica) aprovechando la simetría de los orbitales moleculares y la geometría
de las conexiones en dispositivos basados en anulenos. Nuestro modelo de
interferencia también se inspira en estas ideas y considera además el carác-
ter localizado de estos estados que han demostrado que la interacción de
Coulomb puede ser importante [Park et al., 2002] [Liang et al., 2002] [Ku-
batkin et al., 2003] [Roch et al., 2008] [Parks et al., 2010]. Aunque todavía
no existe un control total de las conexiones y la compuerta, la ciencia está
avanzando muy rápidamente!
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Figura 1.10: (a) Esquema del problema de transporte a través de una molécula de benceno
modelado con el modelo de Aligia. Hay dos estados de muchos cuerpos con la simetría de la
molécula (representados por las flechas azules y rojas que apuntan en direcciones opuestas)
muy cerca en energía (eventualmente degenerados por simetría de inversión). En función de
la geometría de la conexión, es posible tener una diferencia de fase φ en transporte a través de
estos estados. (b) La densidad de estados para el nivel localizado, cuatro veces degenerado,
considerando E1 = E2 = Ed = −5, iguales acoplamientos y fase φ = 2π/3. Hay un
pico cerca del nivel de Fermi que corresponde a la resonancia Kondo y dos picos satélite. La
evolución con la temperatura muestra que los tres picos son causados por correlaciones. (c)
Conductancia como función de la temperatura calculada para Ed = −3, −4, −5.
 1. De qué va esta tesis
Hemos aplicado nuestro modelo para estudiar las propiedades de trans-
porte de una molécula de benceno [Roura-Bas et al., 2012a]. Los resultados
se discuten en el Capítulo 8. La Fig. 1.10(a) es una representación esquemá-
tica de la molécula conectada a la fuente y el sumidero en una de las con-
figuraciones posibles (posición meta). Hay dos estados de muchos cuerpos
relevantes representados con flechas azul y roja que apuntan en direccio-
nes opuestas. Estos estados pueden ser etiquetados según su simetría con
un vector de onda | ± K〉 y pueden estar degenerados. Dependiendo de la
geometría de la conexión es posible tener una diferencia de fase en el trans-
porte a través de estos estados. Hemos mapeado este problema en nuestro
modelo de interferencia y considerado E1 = E2, y acoplamientos iguales
|V 1L | = |V 2L | = |V 2R| = |V 1R| = V . Hemos tomado φ = 2π/3 que corresponde al
caso representado en la Fig. 1.10(a).
Las propiedades de transporte muestran un efecto de interferencia des-
tructiva parcial. Aunque los dobletes están degenerados y los acoplamientos
son los mismos, la fase produce un efecto no trivial. Como se puede obser-
var en la Fig. 1.10(b), la densidad de estados ρ1 del doblete con energía E1
tiene tres picos. Uno de los picos se encuentra en el nivel de Fermi ω ∼ 0
y corresponde a la resonancia Kondo. Los otros dos picos están situados si-
métricamente en ±δ̃. De hecho, la fase φ = 2π/3 introduce una mezcla entre
los dobletes a través de los electrones de conducción produciendo un des-
doblamiento efectivo δ̃. Los picos satélite son análogos a los que aparecen
cuando la simetría SU(4) se rompe por la acción de un campo de ruptura
de simetría δ = δ̃ [Roura-Bas et al., 2011]. Una diferencia importante es que
hay peso de ambos picos satélite en las densidades de estados de los dos
dobletes. Los picos satélite se observan también en la conductancia diferen-
cial y deberían estar presentes en un experimento. La separación efectiva
varía aproximandamente como ∼ V 2/Ed a medida que se mueve la ener-
gía del nivel localizado. En la Fig. 1.10(c) la conductancia se muestra como
función de la temperatura escaleada con TK para tres valores de Ed. En la
medida en que Ed aumenta, el desdoblamiento efectivo se reduce y como
consecuencia hay más interferencia destructiva: la conductancia satura a un
valor inferior. Para Ed = −4 es posible observar una protuberancia cerca de
T/TK ≈ 20 que corresponde al desdoblamiento efectivo. Recuperamos en
nuestro cálculo algunas características de energía finita que no pueden ser
detectados por otras técnicas o si el cálculo no se realiza fuera de equilibrio.
Parte II: Espectroscopía orbital del efecto Kondo
Los grados de libertad orbitales son esenciales para la descripción de los
fenómenos de interferencia. En nuestro modelo efectivo se tienen en cuenta
con la inclusión de dos dobletes. Recientemente, hubo una propuesta expe-
rimental realizada por el grupo de Godhaber-Gordon [Amasha et al., 2013]
para utilizar los grados de libertad orbitales en un sistema de dos puntos
cuánticos (DQD) como un pseudo-espín para llevar a cabo la espectrosco-
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pía de la función de onda cuando el efecto Kondo se desarrolla. A los fines
de entender la idea, es mejor analizar primero el caso de un doblete hibri-
dado a un par de cables de fuente-sumidero. El nivel localizado tiene una
energía Ed − EF con respecto al nivel de Fermi EF y el acoplamiento total
de los cables es Γ = ΓS + ΓD, donde Γν es la matriz de hibridación. Es más
común referir las energías al ancho del nivel resonante ∆ = Γ/2 que da el
ancho del pico de transferencia de carga en la densidad de estados en au-
sencia de interacciones. El costo de energía por tener dos electrones en el
nivel debido a la repulsión de Coulomb es U . Cuando el sistema está en el
régimen de Kondo, es decir, Ed − EF  ∆ y Ed + U − EF  ∆, la ocupa-
ción media del nivel a bajas temperaturas es cercana a uno. El estado está
degenerado y puede ser ocupado con un electrón con espín hacia arriba o
hacia abajo. Hay procesos virtuales en los que un electrón con espín hacia
arriba, por ejemplo, salta a la banda de conducción y luego otro electrón
desde la izquierda ocupa el agujero dejado. Puede suceder que este elec-
trón tenga un espín diferente, resultando en una inversión del espín. Estos
procesos de inversión de espín son los responsables de la formación del es-
tado Kondo a bajas temperaturas. En este estado los electrones localizados
y de conducción se entrelazan formando un singlete. Esta función de onda
Kondo se forma debajo de la temperatura de Kondo TK , en la que las corre-
laciones electrón-electrón se vuelven dominantes. Se plantea la cuestión de
si es posible probar la estructura de esta función de onda de muchos cuer-
pos. En un experimento pensado, sería necesario contar con cables resueltos
en espín. Si el potencial químico de los electrones de conducción con espín
hacia arriba y hacia abajo se pudiese variar de forma independiente, sería
posible analizar sus contribuciones por separado. En particular, si se aplica
un campo magnético, la degeneración de espín se rompe y el efecto Kondo
se muere tan pronto como el desdoblamiento Zeeman es mayor que la tem-
peratura de Kondo. En principio, sería interesante estudiar la evolución de
los pesos de cada componente de espín a medida que se destruye el efecto
Kondo.
Un esquema de la propuesta por Amasha et al. se presenta en la Fig.
1.11(a) [Amasha et al., 2013]. La idea es usar dos puntos cuánticos mutua-
mente interactuantes (mediante un acoplamiento capacitivo) conectados ca-
da uno a un par de cables de fuente-sumidero. En presencia de repulsión de
Coulomb mutua, el número de electrones en los puntos cuánticos (N1, N2)
no se puede variar de forma independiente. Dado que los puntos cuánticos
son interactuantes la cantidad bien definida (para el sistema aislado) es el
número total de electrones N = N1 +N2. En lugar de tener forma de tablero
de ajedrez, el diagrama de estabilidad de (N1, N2) en función de las ener-
gías de los niveles localizados en cada punto E1, E2 tiene forma de panal de
abeja, con hexágonos de (N1, N2) estables [van der Wiel et al., 2003]. En la
Fig. 1.11(b) una parte de interés del diagrama de estabilidad se muestra en
el caso en que la repulsión mutua U12 y la repulsión en cada punto cuántico
Ui son muy grandes. Hay una línea de coexistencia en la que las configura-
ciones (1, 0) ↔ (0, 1) son equivalentes. Esto significa que desde el punto de
 1. De qué va esta tesis
Figura 1.11: (a) Esquema del experimento del sistema de dos puntos cuánticos. Hay dos
puntos cuánticos capacitivamente acoplados cada uno conectado a un par de cables fuente-
sumidero. El acoplamiento de los puntos con los cables es Γνi, con ν = S,D e i = 1, 2.
El acoplamiento total Γi = ΓSi + ΓDi es nuestra unidad de energía. El voltaje aplicado
al punto cuántico i es Vi. La interacción repulsiva entre ellos es U12. Consideramos que
esta repulsión es muy grande, así como la repulsión de Coulomb en cada punto Ui. (b)
Diagrama de estabilidad que muestra las ocupaciones estables (N1, N2) en función de las
energías de los niveles localizados E1 y E2. En el límite en que resolvemos el problema,
la energía de tener dos electrones en el sistema es muy grande, estrictamente infinita. Es
suficiente considerar el régimen en el que las dos posibles configuraciones (1, 0) ↔ (0, 1)
son equivalentes. En este caso, E1 = E2 y el grado de libertad orbital se comporta como un
pseudo-espín. En suma a la degeneración de espín, esto conduce a un nivel localizado con
degeneración cuatro. Si Γ1 = Γ2, el Hamiltoniano tiene simetrá SU(4). La degeneración
orbital puede ser rota de-sintonizando las energías relativas de los niveles localizados. Esto
puede ser pensado como un desdoblamiento pseudo-Zeeman δ = E2 − E1. (c) Esquema de
los niveles de energá de los estados localizados con respecto al nivel de Fermi (que se toma
como cero) de los cables (azul oscuro para S1-D1 y azul claro para S2-D2). Trabajamos en
el régimen de Kondo. Cuando se aplica el voltaje, la caída puede ser simétrica µSi(Di) =
+(−)Vi/2 o (d) asimétrica, µSi = +Vi, µDi = 0.
vista de la energía, es lo mismo tener un electrón en QD1 o en QD2. Este
grado de libertad orbital hace el papel de un pseudo-espín i. Además de la
degeneración de espín, a lo largo de la línea de coexistencia los cuatro es-
tados |iσ〉 están degenerados. En esta condición, si las hibridaciones totales
son las mismas Γ1 = Γ2 el sistema se puede modelar con un modelo de An-
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derson SU(4). La repulsión de Coulomb prohíbe tener más de un electrón
y el nivel se mantiene “magnético”. En el régimen de Kondo, hay procesos
virtuales que involucran a los electrones de conducción que pueden estar
acompañados de una inversión del espín o del pseudo-espín. Estos proce-
sos conducen a un efecto Kondo más robusto con respecto al caso SU(2),
con una temperatura de Kondo más grande. La función de onda a bajas
temperaturas entrelaza los electrones localizados y de conducción en espín
y pseudo-espín. Este es un efecto Kondo con simetría SU(4) (o el efecto Kon-
do SU(4) como también voy a llamarlo). Estas correlaciones orbitales y de
espín conducen a propiedades de transporte muy interesantes[Borda et al.,
2003]. Ha habido diferentes realizaciones experimentales de un sistema de
dos puntos cuánticos acoplados capacitivamente [Wilhelm et al., 2002] [Poh-
jola et al., 2001] [Holleitner et al., 2002] [Hübel et al., 2008] [Okazaki et al.,
2011] destacando el papel de las correlaciones orbitales. La ventaja de la
degeneración orbital adicional es que, dado que los puntos cuánticos están
acoplados a reservorios independientes, las sondas de pseudo-espín están
disponibles y la contribución de cada QD puede medirse por separado. Es-
ta es la propuesta para hacer la espectroscopía del efecto Kondo orbital de
Amasha et al. Como se muestra en la Fig. 1.11(b), las energías relativas de los
niveles en los puntos cuánticos se pueden ajustar (flecha roja) para romper
la degeneración orbital. Esto es como un desdoblamiento pseudo-Zeeman
δ. La evolución de las contribuciones orbitales también puede ser analizada
en función de δ.
Me interesé mucho en el problema cuando leí el artículo. Habíamos es-
tado estudiando el efecto Kondo SU(4) y la transición a un efecto Kondo
SU(2) de un solo nivel en el contexto de nuestro modelo de interferencia. Es-
ta realización experimental fue alentadora. Modifiqué nuestro modelo para
incluir dos pares de cables de fuente y sumidero, y la posibilidad de tener
cuatro potenciales químicos diferentes (detalles en el Apéndice D). En la
Fig. 1.11(c) y (d) se muestra un esquema de la posición de las energías E1 y
E2 con respecto a los niveles de Fermi de los reservorios y la forma en que se
aplica el voltaje. Realizamos un cálculo completo fuera de equilibrio en este
complicado problema interactuante y pudimos llegar a un acuerdo cualita-
tivo con el experimento [Tosi et al., 2013]. Presentamos una discusión de un
punto que creemos no está claro en el experimento con respecto a las con-
diciones para la espectroscopía. Estos resultados se discuten en el Capítulo
9.
Los principales resultados se muestran en las Figs. 1.12 y 1.13. Los ma-
pas de color muestran la conductancia diferencialGi = dIi/dVi de QDi como
función de V1 y V2. Cuando el sistema está totalmente degenerado E1 = E2
(δ = 0), G1 = G2 y los mapas son los mismos intercambiando los ejes
(V1 ↔ V2). El mapa de la Fig. 1.12 corresponde a este caso de simetría SU(4).
Hay un aumento de la conductancia cerca de V1, V2 ∼ 0 debido al desarro-
llo del efecto Kondo. La conductancia cae abruptamente para V1, V2 6= 0 (el
ancho del pico en las dI/dV es del orden de la temperatura de Kondo). Sin
embargo, un aumento de la conductancia se puede observar en la línea de
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Figura 1.12: Conductancia diferencial G2 = dI2/dV2 de QD2 como una función de las
tensiones de V1, V2 en el caso de simetría SU(4). Hay un aumento de la conductancia para
V1, V2 ∼ 0 como consecuencia del efecto Kondo. La conductancia cae abruptamente para
V1, V2 6= 0, excepto en la línea de V2 = 0 debido al efecto Kondo de espín. Las líneas negras
corresponden a V1 = ±V2. Debido a los efectos inelásticos también hay un aumento de la
conductancia a lo largo de estas líneas.
V2 = 0 debido a la degeneración espín remanente que conduce a un efec-
to Kondo SU(2). Las líneas negras en la figura corresponden a V1 = ±V2.
A lo largo de estas líneas hay contribuciones inelásticas que aumentan la
conductancia. El origen de estos picos a voltaje finito se discute en el Capí-
tulo 9. Estos pueden ser pasados por alto si las propiedades de transporte
se calculan sin cuidado, utilizando las densidades de estados de equilibrio.
Cuando la simetría orbital se rompe por la acción del desdolamiento
pseudo-Zeeman δ las conductancias de ambos puntos no son iguales. Los
mapas de G1 y G2 se muestran en el panel superior de la Fig. 1.13 para
δ = E2 − E1 = 0.5. El escenario es mucho más complicado. El punto más
interesante es que, como consecuencia de las correlaciones orbitales en el
régimen de Kondo, hay contribuciones cruzadas a la corriente a través de
ambos puntos cuánticos. Estas contribuciones inelásticas al transporte se
puede observar en las líneas de V1 = ±V2±2δ. Esto puede ser entendido co-
mo una consecuencia de la modificación de las densidades de estados fuera
de equilibrio. En la Fig. 1.13(a) ρ1 y (b) ρ2 se muestran para V1 = 0 y va-
rios valores de V2. Este punto es importante, ya que a los fines de realizar
una verdadera espectroscopía, la densidad de estados ρi no debería verse
afectada por el voltaje aplicado.
Restauración de una simetría SU(4) efectiva
Desde un punto de vista experimental es muy difícil realizar la sime-



















































































































Figura 1.13: (panel superior) Conductancia diferencial Gi = dIi/dVi del QDi como fun-
ción de los voltajes V1, V2 en el caso de un desdoblamiento pseudo-Zeeman δ = 0.5. Las
líneas discontinuas corresponden a V1 = ±V2 ± 2δ. Es posible observar propiedades de
transporte muy interesantes como consecuencia de las correlaciones cruzadas (orbitales).
Las contribuciones inelásticas a la conductancia pueden entenderse a partir de la modifica-
ción de las densidades de estado fura de equilibrio (a) ρ1 y (b) ρ2. Estas se muestran para
diferentes valores de V2 y V1 = 0.
totales deben ser las mismas Γ1 = Γ2. Si no es el caso, el la simetría se pier-
de. A pesar del hecho de que ambos dobletes esten degenerados, si uno
de ellos está más acoplado, se convierte en el único relevante a bajas tem-
peraturas. En el Capítulo 10 mostramos cómo la simetría SU(4) se puede
restaurar de forma efectiva ajustando adecuadamente las energías E1 y E2
[Tosi et al., 2015]. Se discuten resultados experimentales recientes sobre la
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física del efecto Kondo SU(4) en un sistema de dos puntos cuánticos [Keller
et al., 2014].
Parte III: El acoplamiento con modos bosónicos
En la tercera parte de la tesis presento nuestros resultados sobre el efecto
del acoplamiento electrón-fonón en las propiedades de transporte de siste-
mas fuertemente correlacionados. Nuestra atención se centra principalmen-
te en moléculas donde hay un acoplamiento entre la carga electrónica y las
vibraciones que ha demostrado afecta las propiedades de transporte [Park
et al., 2000] [Smit et al., 2002] [Zhitenev et al., 2002] [Fernández-Torrente
et al., 2008].
En las moléculas, los orbitales moleculares juegan el papel de los ni-
veles localizados que son importantes para el transporte. La repulsión de
Coulomb entre electrones puede ser muy grande y los transistores molecu-
lares han dado pruebas de efectos de bloqueo de Coulomb y efecto Kon-
do (con TK desde 1 hasta 100 K) [Kubatkin et al., 2003] [Parks et al., 2010]
[Liang et al., 2002]. Estamos interesados sobre todo en moléculas, ya que
también están presentes fenómenos de interferencia [Guédon et al., 2012]
[Vazquez et al., 2012] y hay un debate abierto sobre los fonones como fuente
de decoherencia [Ballmann et al., 2012]. La descripción de la interferencia
con nuestro modelo, por tanto, no está completa sin una comprensión del
efecto que las vibraciones pueden tener. Creemos que es un paso adelante
ya que la teoría utilizada para discutir el papel de los fonones [Härtle et al.,
2011] no tiene en cuenta la interacción electrón-electrón. La pregunta que
nos gustaría responder es si el acoplamiento electrón-fonón afecta a las pro-
piedades de transporte de una manera tan dramática que la interferencia
cuántica resulta completamente borrada o si sobrevive. Esta pregunta es di-
fícil de responder. La razón es que ambos, la descripción de la interferencia
y el acoplamiento con un modo de vibración en un sistema con interaccio-
nes fuertes son por sí mismos problemas difíciles. Estudiamos primero el
efecto de los fonones considerando un solo doblete [Roura-Bas et al., 2013].
Los detalles del modelo se dan en el Capítulo 11 y nuestros resultados de
las propiedades de transporte de no equilibrio en el régimen de Kondo se
presentan en el Capítulo 12. Algunos resultados preliminares del efecto de
los fonones en nuestro modelo de interferencia se presentan en el Capítulo
13.
Estudiamos las propiedades de transporte de una molécula que puede
ser modelada con un Hamiltoniano de Anderson-Holstein. Hemos tenido
en cuenta sólo un doblete de energía Ed conectado a fuente y sumidero con
una hibridación total ∆ y considerado sólo un modo de vibración de fre-
cuencia ω0 acoplado a la carga total en la molécula con intensidad λ. En la
Fig. 1.14(a) la densidad de estados electrónica se muestra en el régimen de
Kondo a bajas temperaturas para varios valores de λ. La energía del nivel
localizado en ausencia de fonones es Ed = −0.5 en unidades de ω0 = 1.
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Figura 1.14: Contribución electrónica a la densidad de estados a bajas temperaturas en
presencia de un modo de vibración de frecuencia ω0 = 1 para diferentes acoplamientos
electrón-fonón λ. (a) La energía del nivel localizada se toma como Ẽd = Ẽ0d = Ed−λ2/ω0,
con Ed = −0.5. (b) La energía del nivel localizado es Ẽd, sintonizada para mantener fijo el
pico de transferencia de carga. En el recuadro interior se muestra la temperatura de Kondo
como función de λ.
El primer efecto de los fonones es renormalizar esta energía. Si no hubie-
ra mezcla con los electrones de conducción, la energía renormalizada sería
Ẽ0d = Ed − λ2/ω0. Cuando se toma en cuenta la hibridación con los cables
conductores, esta corrección sería todavía la esperada para acoplamiento λ
muy grande. Las densidades de estados mostradas en la figura correspon-
den a Ẽ0d = −0.5. El pico a ω ∼ Ẽ0d es el pico de transferencia de carga.
Como otro efecto de los fonones, hay réplicas de este pico en ω ∼ Ẽ0d − ω0 y
ω ∼ Ẽ0d − 2ω0. A bajas temperaturas el efecto Kondo se desarrolla y se pro-
duce un incremento de la densidad de estados electrónica cerca del nivel
de Fermi. La resonancia Kondo cerca de ω ∼ 0 tiene también réplicas. Las
réplicas son más intensas para mayor acoplamiento electrón-fonón. Estas
réplicas son más claras a frecuencias negativas: ω ∼ −ω0,−2ω0. En el Capí-
tulo 12 se discuten las razones que nos hacen afirmar que las réplicas a la
frecuencia positiva también corresponden con el pico Kondo. Es de destacar
que existan réplicas de la resonancia Kondo. Esto significa que el estado de
muchos cuerpos que entrelaza electrones de conducción y electrones loca-
lizados se replica de manera coherente en un espacio con ±n fonones. Hay
un experimento muy reciente en una molécula de cobre-ftalocianina donde
la conductancia diferencial muestra un pico a voltaje cero que corresponde
a la resonancia Kondo y también réplicas en voltajes simétricos ±V0 que se
identifican como réplicas de la resonancia Kondo debidas a un modo de vi-
bración de frecuencia eV0 = ~ω0. Los resultados son apoyados por cálculos
ab initio. Las intensidades de las réplicas de la resonancia Kondo parecen
seguir la misma dependencia en temperatura que la correspondiente a un
espín 1/2 en el régimen de Kondo [Rakhmilevitch et al., 2014]. Actualmente
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estamos trabajando para reproducir los resultados experimentales.
Como respuesta a la adición de la carga en la molécula, la energía elec-
trostática puede bajar por un estiramiento de las ligaduras, pagando un po-
co de energía elástica. Esta es la forma en que el modo de vibración está
acoplado a la carga total de (−e)〈nd〉. En la ausencia de hibridación, el aco-
plamiento de electrones y fonones puede ser eliminado por un cambio en la
posición de equilibrio del oscilador acompañado de un cambio de energía
−λ2/ω0. Las funciones de onda fonones se centran en diferentes posiciones
dependiendo de nd. En presencia de la hibridación, el número de electrones
no está bien definido (fluctúa). Todavía es posible eliminar el acoplamien-
to de electrones y fonones con una transformación de Lang-Firsov. Si los
fonones son desacoplados para obtener un modelo electrónico efectivo, la
hibridación se renormaliza exponencialmente. Esto es razonable ya que es-
tá dada por el elemento de la matriz entre los estados con diferente nd y
por lo tanto por la superposición de funciones de onda de fonones que es-
tán desplazadas unas con respecto a las otras. Si la hibridación se reduce
de forma exponencial, esto afecta a la energía ganada por los procesos con
la banda de conducción. Más importante, esto da una reducción exponen-
cial de la temperatura de Kondo con λ. Esto no se observa en tratamientos
más rigurosos [Hewson and Meyer, 2002]. Hemos resuelto el problema con
la aproximación non-crossing (NCA) modificando las auto-energías para in-
cluir el acoplamiento a los fonones. Ambos, el acoplamiento a la banda de
conducción y el acoplamiento electrón-fonón son tratados en pie de igual-
dad en la NCA (detalles en el Apéndice E).
En la Fig. 1.14(b) la densidad de estados electrónica se muestra para di-
ferentes valores de λ. En este caso hemos cambiado el valor de Ed mante-
niendo fija la posición del pico de transferencia de carga Ẽd(λ) para cada
λ. Nos encontramos con que Ẽd(λ) es ligeramente mayor que −λ2/ω0. Esto
es razonable ya que para acoplamiento electrón-fonón chico es conveniente
tener un cambio más pequeño en la posición de equilibrio del oscilador y
favorecer la hibridación. Como se muestra en el recuadro interior, el ancho
mitad a la mitad del máximo de la resonancia Kondo, relacionada con la
temperatura de Kondo, depende suavemente de λ. [Roura-Bas et al., 2013]
Este estudio preliminar fue fundamental para entender el efecto de los
fonones en el régimen de Kondo. El problema completo de tener un modo
de vibración en un sistema que presenta interferencia cuántica se trata al
final, en el Capítulo 13. Es trabajo en curso.
Parte IV: Hacia experimentos en 2DEGs
Al principio de mi tesis apareció la posibilidad de realizar experimen-
tos de transporte mesoscópico. He dedicado una gran cantidad de tiempo
y esfuerzo durante esta tesis a la realización de experimentos en gases de
electrones bidimensionales (2DEGs). Ponerse al día con los conocimientos
experimentales en rápido desarrollo en estos sistemas es una formidable, si
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no imposible, tarea para una vida doctoral media. Sin embargo, pude con-
seguir algunos avances en esta dirección y hay una parte extra destinada a
estos primeros pasos.
Los gases de electrones bidimensionales son una plataforma increíble
para la física mesoscópica. El sistema estudiado en particular es el 2DEG for-
mado en la interfaz de una heteroestructura semiconductora de GaAs/Al-
GaAs dopada con Si. En este caso, las mobilidades del orden de 106 cm2/V s
han sido alcanzadas y una amplia gama de densidades de portadores. El
carácter bidimensional del gas de electrones hace que sea muy adecuado
para el estudio del efecto Hall cuántico (QHE) (entero y fraccionario) y de
las propiedades de los estados de borde. Por otra parte, mediante la deposi-
ción de electrodos metálicos en la parte superior de la muestra, y la aplica-
ción de tensiones negativas, se puede conseguir el vaciamiento de algunas
regiones del gas y por lo tanto definir diferentes geometrías. De esta mane-
ra, la cuantización de la conductancia se demostró como una prueba de la
presencia de canales de conducción como responsables de las propiedades
de transporte. Con la geometría adecuada se pueden formar regiones don-
de los electrones se encuentran confinados cuyas propiedades se asemejan a
las de átomos. Estos átomos artificiales o puntos cuánticos presentan niveles
discretos de energía y, dependiendo del tamaño, una repulsión de Coulomb
efectiva que los hace interactuantes. Características del efecto Kondo y del
bloqueo de Coulomb se han medido en estos sistemas. La combinación de
varios puntos cuánticos para formar arreglos es un problema experimen-
tal muy complicado, pero es una posibilidad potencial para una realización






























































Figura 1.15: Resistencia longitudinal y Hall como una función del campo magnético para
diferentes temperaturas.
En el camino hacia arreglos de puntos cuánticos, hay un montón de pa-
sos previos:
(i) Contacto con el gas: El 2DEG está 100 nm por debajo de la superficie.
Con el fin de obtener una corriente que fluya a través de él, es necesa-
rio conectarlo con reservorios de electrones a izquierda y derecha. Un
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buen método para hacer esto es formar contactos óhmicos. El procedi-
miento estándar es dibujar los contactos, evaporar una aleación (Au,
Ge, Ni) y crear una reacción con temperatura haciendo un recocido
térmico rápido (FTA). El punto de partida es una descripción detalla-
da de este proceso. En particular, la modificación de un evaporador
Joule disponible para permitir la co-evaporación de tres materiales y
la construcción y prueba de un FTA hecho en casa.
(ii) Definición de la mesa: Las diferentes partes del gas tienen que estar ais-
ladas unas de otras. Para ello se fabrica una mesa. La geometría de la
mesa se define por litografía y grabado húmedo.
(iii) Caracterización del gas: Los parámetros que caracterizan el gas de elec-
trones son la densidad de portadores n y la mobilidad µ. Ambas se
pueden obtener realizando una medición Hall.
(iv) QHE: Para campos magnéticos intensos, el espectro de energía cambia
dramáticamente debido a la formación de niveles de Landau. Estos re-
presentan las órbitas cuantificadas descriptas por los electrones en el
plano perpendicular al campo. El transporte en el sistema está domi-
nado por estados de borde, que son como skipping orbits en los bordes
de la muestra. Como se muestra en la Fig. 1.15 la resistencia longitu-
dinal y transversal presentan un comportamiento muy particular en
función del campo magnético. Esta es una firma del efecto Hall cuán-
tico entero. Se presentan los resultados de las mediciones para diferen-
tes muestras y a diferentes temperaturas. En particular, se observó una
estructura que depende del ángulo de forma no trivial en los plateaus
Hall, que no son del todo claras, pero que podrían deberse a una cierta
falta de homogeneidad en el gas de electrones.
(vi) Contacto puntual: La geometría deseada para la trayectoria de electro-
nes puede ser obtenida mediante voltajes negativos en electrodos me-
tálicos que se denominan grillas de tensión. Éstas se definen por li-
tografía electrónica y luego deposición de Al. Este procedimiento fue
probado para crear un contacto puntual cuántico (QPC) aunque no se
presentan resultados.
Como es evidente, todavía hay mucho trabajo por hacer.
CAPÍTULO 2
Revisión Bibliográfica
“Como todos los hombres de la Biblioteca, he viajado en mi juventud; he peregrinado
en busca de un libro, acaso del catálogo de catálogos; ahora que mis ojos casi no
pueden descifrar lo que escribo, me preparo a morir a unas pocas leguas del hexágono
en que nací. Muerto, no faltarán manos piadosas que me tiren por la baranda; mi
sepultura será el aire insondable; mi cuerpo se hundirá largamente y se corromperá y
disolverá en el viento engendrado por la caída, que es infinita. Yo afirmo que la
Biblioteca es interminable. Los idealistas arguyen que las salas hexagonales son una
forma necesaria del espacio absoluto o, por lo menos, de nuestra intuición del
espacio. (...) Básteme, por ahora, repetir el dictamen clásico: LA BIBLIOTECA ES
UNA ESFERA CUYO CENTRO CABAL ES CUALQUIER HEXAGONO,
CUYA CIRCUNFERENCIA ES INACCESIBLE.”
J. L. Borges
La Biblioteca de Babel en El jardín de senderos que se bifurcan (1941)
El objeto de la presente tesis es el estudio de las propiedades de transpor-
te de sistemas mesoscópicos / nanoscópicos donde las correlaciones cau-
sadas por la fuerte interacción electrón-electrón juegan un papel muy im-
portante. A lo largo del texto se dan las referencias que son específicas a
cada capítulo. Hay, sin embargo, algunas que constituyen un fondo común
a todo el trabajo. Estas referencias dan el marco adecuado para situar nues-
tras contribuciones y también ilustrar la motivación de nuestra búsqueda. El
propósito de esta revisión bibliográfica es nombrar y comentar brevemente
estas referencias. He hecho una selección de los artículos y libros que me
introdujeron en el tema, los que me acompañaron a lo largo de estos años
ayudándome a entender los experimentos y la teoría y los que presentan
propuestas interesantes y preguntas abiertas. En otras palabras, se trata de
una revisión bibliográfica personal.
Física mesoscópica
Los sistemas estudiados en esta tesis son parte del área de investigación
cada vez mayor de la física mesoscópica. Una introducción muy general se
puede encontrar en el libro de Imry [Imry, 1997]. La característica de estos
sistemas es la aparición de una gran variedad de fenómenos que tienen un
origen cuántico. Los avances en las técnicas de fabricación y las capacidades
de medición han hecho posible realizar sistemas experimentales que exhi-
ben un comportamiento cuántico en una escala más grande que un átomo,
 2. Revisión Bibliográfica
hasta varios micrones en algunos casos. Ya sea por una reducción de las
dimensiones típicas del sistema o por un aumento de la longitud de cohe-
rencia (enfriando a temperaturas muy bajas o fabricando una muestra muy
limpia), estas escalas características se hacen comparables y la naturaleza
ondulatoria de la materia se hace evidente. Además, cuando la longitud de
onda de las partículas en el sistema (la longitud de onda de Fermi para los
electrones, o la longitud de onda de De Broglie en general) es comparable
a su tamaño, hay efectos de cuantificación debido al confinamiento. Incluso
es posible tener una dimensionalidad efectiva inferior.
Transporte en sistemas mesoscópicos
En particular, las propiedades de transporte se alteran notablemente en
sistemas mesoscópicos. Partiendo de una discusión sobre los posibles regí-
menes alcanzables en función de la relación entre las escalas pertinentes, el
libro de Datta [Datta, 2003] es una buena introducción para el transporte
en sistemas mesoscópicos. Está dedicado sobre todo a la física de los ga-
ses de electrones bidimensionales (2DEGs). Una gran cantidad de trabajo
experimental se ha hecho sobre el 2DEG formado en la interfaz de una he-
teroestructura de AlGaAs/GaAs dopado con Si, que está bien introducida
en el libro. En particular, el efecto Hall cuántico (QHE) [v. Klitzing et al.,
1980] y la cuantificación de la conductancia en contactos puntuales cuán-
ticos [van Wees et al., 1988] [Wharam et al., 1988] se discuten en términos
de modos transversales. La teoría de transporte que se presenta es una ima-
gen de una sola partícula basada en una descripción de la dispersión. Según
afirman van Houten y Beenakker “la cuantización del transporte de electro-
nes balísticos a través de una constricción demuestra que la conducción es
la transmisión” [van Houten and Beenakker, 1996]. La corriente transporta-
da por los modos transversales puede ser transmitida o reflejada de vuelta
por lo que cada conductor puede ser caracterizado por un conjunto de coe-
ficientes de transmisión. Esto sigue el formalismo de Landauer [Landauer,
1970] y la extensión de Büttiker [Büttiker, 1986] para los casos en los que hay
muchos terminales en el sistema. Estas ideas se presentan brevemente en el
Capítulo 3 con un énfasis particular en la conexión entre los coeficientes de
transmisión y las funciones de Green. Esta se basa principalmente en un tra-
bajo de Fisher y Lee [Fisher and Lee, 1981] donde esta conexión se prueba
para un sistema no interactuante. La ventaja de las funciones de Green es
que son adecuadas para el tratamiento de sistemas más complicados, tales
como aquellos en los que las interacciones electrón-electrón son importan-
tes. Una revisión muy completa de resultados experimentales y teóricos en
los sistemas semiconductores se puede encontrar en el paper de Beenakker
[Beenakker and van Houten, 1991]. Los aspectos más relevantes en relación
con el transporte a través de conductores balísticos y desordenados (inclu-
yendo la cuantificación de la conductancia, los efectos de localización débil
y su dependencia con el campo magnético, el enfoque de electrones y los
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efectos de interferencia) se discuten en esta revisión. Las propiedades de
transporte en sistemas mesoscópicos también se tratan en el libro de Ferry
[Ferry and Goodnick, 1997] y en el último libro de Datta [Datta, 2005] que
generaliza las ideas del formalismo de dispersión a una gran variedad de
sistemas.
Entre los sistemas mesoscópicos que exhiben comportamientos cuánti-
cos interesantes, aparte de los semiconductores, mucho trabajo se ha he-
cho en sistemas metálicos con junturas túnel como bloques de construcción.
Usando una isla metálica muy pequeña, se demostró que era posible con-
trolar el número de electrones en el sistema y para agregarlos uno por uno
[Esteve, 1992]. Esta clara observación de la cuantificación de la carga se ba-
sa en el fenómeno de bloqueo de Coulomb. En el libro editado por Gra-
vert y Devoret [Grabert and Devoret, 1992] este fenómeno se presenta en
el contexto de los sistemas metálicos. Hay una presentación de los dispo-
sitivos experimentales propuestos para investigar la naturaleza discreta de
transferencia de carga: la caja de electrones individuales y el transistor de
electrón único (SET). La carga en la isla metálica está bien definida porque
hay un costo de energía para añadir electrones al sistema. Esta energía es la
energía de carga EC que se debe a la repulsión electrón-electrón y se pue-
de tomar en cuenta de manera efectiva en términos de una capacitancia CΣ
como EC = e2/2CΣ. Para islas muy pequeñas, esta energía es mucho ma-
yor que la energía térmica y las fluctuaciones de carga son insignificantes si
las barreras túnel son suficientemente opacas (RT > h/e2). Con la ayuda de
una tensión de compuerta, el número estable de electrones se puede variar.
La teoría para describir los experimentos también se discute en el libro y se
basa en el cálculo de las tasas de tunneling [Ingold and Nazarov, 1992]. Hay
una introducción agradable y simple al SET orientado a una amplia comu-
nidad de Devoret [Devoret and Glattli, 1998]. El libro de Nazarov y Blanter
[Nazarov and Blanter, 2009] es una referencia muy actualizada que incluye
sistemas tanto metálicos como semiconductores.
Es digno de mencionar que una de las notables ventajas de los sistemas
metálicos con respecto a los semiconductores es que es mucho más fácil in-
ducir superconductividad. Utilizando junturas Josephson como el elemento
principal, el estudio de la superconductividad mesoscópica se ha convertido
en un gran campo de investigación por sí mismo.
Puntos cuánticos o átomos artificiales
El efecto de la interacción electrón-electrón también se observó en semi-
conductores. Esto está relacionado con uno de los efectos más llamativos del
confinamiento: la posibilidad de emular el comportamiento de átomos arti-
ficiales. De hecho, el 2DEG formado en heteroestructuras semiconductoras
constituye una plataforma excelente para la construcción de átomos y molé-
culas artificiales con un gran control de los parámetros. Típicamente, el gas
se encuentra 100 nm debajo de la superficie por lo que utilizando electrodos
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metálicos depositados en la parte superior y aplicando tensiones negativas,
es posible modificar el potencial visto por los electrones. Dependiendo del
nivel de Fermi, algunas regiones se vacían y es posible de esta forma definir
la geometría de la muestra en el gas de electrones incluyendo regiones muy
pequeñas en las que los electrones resultan confinados. Cuando el tamaño
de estas regiones es comparable a la longitud de onda de Fermi, el espectro
de energía de los electrones se vuelve discreto, como en un átomo. Estos áto-
mos artificiales también son llamados puntos cuánticos (QDs). En contraste
con los átomos reales, los puntos cuánticos están formados por unos pocos o
muchos (miles) de electrones. Esto depende del tamaño de las regiones con-
finadas. Si los puntos cuánticos son pequeños, también es posible observar
el efecto del bloqueo de Coulomb debido a la energía de carga que represen-
ta el costo para poner dos electrones en el mismo nivel. Hay tres artículos
populares por Reed [Reed, 1993], Kastner [Kastner, 1993] y Kouwenhoven
[Kouwenhoven and Marcus, 1998] que introducen los puntos cuánticos. En
su mayoría se centran en puntos cuánticos semiconductores que pueden ser
laterales (fabricados con grillas electrostáticas) o verticales (fabricados por
ataque físico o químico).
Varios experimentos se han realizado en puntos cuánticos para estu-
diar las propiedades de transporte. El artículo de revisión de Kouwenho-
ven [Kouwenhoven et al., 1997] es un excelente retrato del estado del arte
en 1997. Presenta un gran resumen de los experimentos y la teoría en estos
sistemas con énfasis en el efecto de bloqueo de Coulomb. Este se observa
en las propiedades de transporte como una supresión de la corriente a ba-
jo voltaje (y bajas temperaturas). Como en las islas metálicas, el número
de electrones en un punto cuántico puede ser controlado con grillas elec-
trostáticas. Cada vez que la diferencia de energía para agregar un electrón
coincide con el potencial de electro-químico de los electrodos, hay un au-
mento en la corriente (la corriente no es lineal) observado como un pico en
la conductancia [Kastner, 1992] [Kastner, 2000]. En esta tesis, algunos de los
principales resultados se refieren a QDs. En el caso particular de los puntos
cuánticos verticales en semiconductores fabricados por ataque químico, el
espectro de energías electrónicas se puede medir en experimentos de trans-
porte en un régimen de unos pocos electrones [Kouwenhoven et al., 2001].
El potencial que confina los electrones es muy simétrico y los niveles de
energía se corresponden muy bien con las órbitas esperadas en un poten-
cial central 2D. Más espectacular, la ocupación de los niveles se produce de
acuerdo con las reglas de Hund como consecuencia de la gran repulsión de
Coulomb. Se ha encontrado una evolución rica y complicada de los picos en
la conductancia con el campo magnético.
Los niveles localizados de los puntos cuánticos pueden ser ocupados por
los electrones de conducción que tunelean desde la fuente o el sumidero. A
su vez, un electrón que ocupa un estado localizado puede saltar a los cables
conductores. En este sentido, los niveles localizados están hibridados con las
bandas de conducción. Si los puntos se hacen muy pequeños, la repulsión
de Coulomb se hace muy grande. Para un número impar de electrones en el
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QD el estado localizado se convierte en degenerado ya que puede ser ocu-
pado por un electrón con espín hacia arriba o hacia abajo. Desde el punto
de vista del espín, este estado se comporta como un espín localizado inter-
actuando con los electrones de conducción. Por debajo de una cierta tem-
peratura, las correlaciones de espín-espín se vuelven dominantes y dan lu-
gar al desarrollo de un estado de muchos cuerpos que entrelaza electrones
localizados y de conducción en un singlete. Esto se conoce como el efecto
Kondo. Fue nombrado después de J. Kondo [Kondo, 1964] que estudió la
contribución espín-espín a la tasa de dispersión entre los electrones de con-
ducción en un metal y el momento localizado de una impureza magnética.
Él mostró que había una anomalía logarítmica a bajas temperaturas debi-
do a los términos de inversión de espín que podían explicar el mínimo en
la resistividad observado en algunos metales. Ha habido varias realizacio-
nes experimentales del efecto Kondo en puntos cuánticos semiconductores
[Goldhaber-Gordon et al., 1998b] [Goldhaber-Gordon et al., 1998a] [Cronen-
wett et al., 1998] [Simmel et al., 1999] [Schmid et al., 1999] [van der Wiel
et al., 2000]. En contraste a las impurezas magnéticas en un metal, en el caso
de los sistemas nanoscópicos hay un gran control de los parámetros y es po-
sible probar diferentes regímenes, verificar leyes de escala, reglas de suma y
explorar nuevas propuestas [Zaffalon et al., 2008] [Grobis et al., 2008]. En el
artículo de divulgación por Kouwenhoven y Glazman [Kouwenhoven and
Glazman, 2001] se puede encontrar una buena introducción al efecto Kondo
en sistemas nanoscópicos. El efecto está caracterizado por propiedades de
transporte muy interesantes como un pico en la conductancia diferencial a
voltaje cero a bajas temperaturas.
Además, los puntos cuánticos no son específicos de los semiconducto-
res. A lo largo de los años, muchos sistemas han demostrado comportarse
como átomos artificiales. La idea de los puntos cuánticos es más general y
se aplica a los sistemas que presentan un conjunto discreto de niveles de
energía correspondientes a los estados localizados originados por el confi-
namiento de los electrones. Por ejemplo, la física del bloqueo de Coulomb
y el efecto Kondo ha sido reportada en el transporte a través de molécu-
las orgánicas [Park et al., 2002] [Liang et al., 2002] y nanotubos de carbono
[Nygård et al., 2000]. En estos últimos, las mediciones han demostrado la si-
metría electrón-hueco [Jarillo-Herrero et al., 2004] y tunneling tipo Klein en
muestras ultra limpias [Steele et al., 2009] debido a las propiedades relati-
vistas de los portadores de carga. Ha habido realizaciones del efecto Kondo
en puntos cuánticos verticales con espín más grande que 1/2 [Sasaki et al.,
2000] y pruebas de efecto Kondo SU(4) [Sasaki et al., 2004]. El efecto Kondo
SU(4) emerge en la presencia de degeneración adicional que puede ser orbi-
tal (valle). También se ha realizado en un transistor de un solo átomo hecho
con un nanocable de Si [Tettamanzi et al., 2012].
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El efecto Kondo
Una introducción agradable y completa a la física de Kondo se puede
encontrar en el libro de Hewson [Hewson, 1997]. Hay un poco de la histo-
ria partiendo de los primeros experimentos en metales que mostraban un
mínimo en la resistividad a bajas temperaturas, los modelos que se han pro-
puesto para describir los resultados experimentales, el cálculo perturbativo
hasta tercer orden hecho por Kondo mostrando la anomalía logarítmica a
bajas temperaturas y las ideas del grupo de renormalización por Ander-
son y Wilson. Una gran cantidad de referencias útiles se citan en el libro.
Aunque está orientado a sistemas de fermiones pesados, los ingredientes
claves para entender el efecto Kondo están muy bien explicados. Uno de
los modelos más populares para describir el problema de Kondo se debe a
Anderson [Anderson, 1961]. El modelo de Anderson también es importante
para el trabajo presentado en esta tesis. El modelo describe una impureza
magnética localizada en un mar de electrones de conducción. La impureza
magnética es un átomo con un orbital muy localizado (3d o 4f) que puede
ser ocupado por los electrones de conducción. Un electrón que ocupa el es-
tado localizado puede saltar a la banda de conducción y otro electrón puede
entrar en la impureza. Este proceso de hibridación conduce a un tiempo de
vida finito del estado localizado. El punto importante considerado por el
modelo es que la repulsión electrón-electrón es grande y si la energía del
nivel localizado está por debajo del nivel de Fermi del metal, la impureza
permanece magnética a altas temperaturas. La repulsión de Coulomb hace
que el modelo sea difícil de resolver. Hay un régimen en el que la energía
del estado localizado está muy por debajo del nivel de Fermi por lo que es-
tá siempre ocupada. Si la energía que cuesta la repulsión electrón-electrón
es lo suficientemente grande, la ocupación del estado localizado es cerca-
na a uno. La degeneración del estado es 2J + 1. Hay procesos virtuales en
los que un electrón con proyección m deja la impureza y otro electrón con
m′ ocupa el orbital localizado. Kondo demostró que estos procesos son los
responsables de la anomalía logarítmica en la resistividad de los metales a
bajas temperaturas [Kondo, 1964].
Esta imagen de inversión de espín es equivalente a la idea de Kondo de
dispersión entre el momento magnético localizado y los espines de los elec-
trones de conducción. Aunque este era un paso adelante en la comprensión
del efecto Kondo, estaba claro que el problema no podría resolverse pertur-
bativamente debido a la divergencia logarítmica a bajas temperaturas. La
razón es que la escala relevante del problema, la temperatura de Kondo,
depende exponencialmente de la hibridación. Esto significa que una serie
perturbativa cortada para unos pocos ordenes no permite recuperar la físi-
ca de Kondo. Para resolver el problema de Kondo, es necesario introducir
las ideas de escala y del grupo de renormalización. Las leyes de escala para
el problema Kondo fueron introducidas por Anderson (escaleo del hom-
bre pobre) [Anderson, 1970]. La solución casi exacta llegó con Wilson de la
mano del grupo de renormalización [Wilson, 1975].
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Hay varios métodos propuestos para resolver el modelo Anderson (o
el problema de impureza). Yafet y Varma [Yafet and Varma, 1985] fueron
capaces de estimar la temperatura Kondo utilizando una función variacio-
nal, teniendo en cuenta el estado Kondo como un estado singlete formado
por los electrones de conducción y los localizados. Hay una proposición
por Coleman [Coleman, 1984] basada en la introducción de partículas au-
xiliares y una aproximación diagramática. En esta tesis se resuelve el mo-
delo de Anderson numéricamente con la aproximación non-crossing (NCA)
[Brickers et al., 1987] [Kroha and Wölfle, 1998]. El punto de partida en NCA
es la introducción de partículas auxiliares propuesta por Coleman. Se basa
en una expansión diagramática en la hibridación donde diagramas de to-
dos los órdenes (sin tener en cuenta los diagramas con cruces) se suman y
se condensan en un conjunto de ecuaciones de Dyson que debe resolver-
se auto-consistentemente. Esta es una de una de las aproximaciones de N
grande [Brickers, 1987], donde N es la degeneración. Entre los métodos de
solución, los resultados del grupo de la renormalización numérica (NRG)
son considerados casi exactos y se utilizan para probar otras técnicas por
comparación [Krishna-murthy et al., 1980a] [Krishna-murthy et al., 1980b]
[Costi et al., 1994]. El modelo de Anderson puede resolverse analíticamente
con el Bethe-Ansatz [Wiegmann, 1980] [Kawayami and Okiji, 1981] [Okiji
and Kawakami, 1983].
La aproximación non-crossing es una aproximación conservativa en el
sentido de Baym [Baym and Kadanoff, 1961] [Baym, 1962]. La temperatu-
ra Kondo TK está bien reproducida y da las propiedades termodinámicas
adecuadas. Sin embargo, no satisface las propiedades del líquido de Fer-
mi por debajo de TK/10. Una comparación con NRG ha sido reportada por
Costi [Costi et al., 1995] mostrando un buen acuerdo en el rango donde la
NCA no viola la regla de suma de Friedel [Langreth, 1966]. En esta tesis,
se utiliza la NCA porque tiene varias ventajas con respecto a otras técnicas.
En primer lugar, es posible extender la NCA para tratar los problemas fue-
ra de equilibrio. Esto es muy importante para estudiar las propiedades de
transporte. En particular, las características de energía finita son accesibles
dentro de NCA mientras que pueden ser pasados por alto por otras técnicas.
En segundo lugar, no es difícil extender la NCA a más de un nivel localiza-
do (problemas multi-orbitales). Esto puede ser muy costoso computacional-
mente para otras técnicas más robustas tales como el NRG. A pesar de que
se limita a temperaturas más altas, considero que la NCA es “más cercana a
los experimentos” (temperaturas y voltajes finitos) y que los resultados son
fiables.
El modelo de Anderson en el transporte
La realización del transistor de un solo electrón con puntos cuánticos
semiconductores mostró la relevancia de la interacción electrón-electrón en
las regiones pequeñas de electrones confinados. Los puntos cuánticos pe-
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queños tienen un conjunto discreto de estados localizados y exhiben gran
repulsión de Coulomb. La conductancia muestra una estructura periódica
de picos en función del voltaje de compuerta que se debe al efecto de blo-
queo de Coulomb. La similitud entre los estados localizados en pequeños
QDs conectados con cables a fuente y sumidero y la impureza magnética
en el metal sugirió que una realización del efecto Kondo era posible en un
circuito nanoscópico controlado. Las consecuencias del efecto Kondo en el
transporte fueron predichas por Glazman [Glazman and Raikh, 1988] y T.
K. Ng [Ng and Lee, 1988] de forma independiente mediante un formalismo
de tunneling resonante. Predijeron las características esperadas en el expe-
rimento, que fueron luego confirmadas. A principios de los años 90, Meir
y Wingreen utilizaron el formalismo de funciones de Green para resolver
el modelo de Anderson a altas temperaturas y explicar la presencia de la
estructura periódica de picos en la conductancia en función del voltaje de
compuerta debido al bloqueo de Coulomb en puntos cuánticos pequeños
[Meir and Wingreen, 1991]. Derivaron una expresión general para calcular
la corriente a través de las regiones interactuantes. Esta expresión, inspi-
rada en el modelo de Anderson, es muy general y permite tratar situacio-
nes fuera de equilibrio a temperatura finita en presencia de interacciones
fuertes. La fórmula se reduce a la expresión de Landauer para sistemas sin
interacciones [Meir and Wingreen, 1992]. Esta expresión y la conexión con
el formalismo de dispersión se discuten en Capítulo 3. Como una aplica-
ción muy interesante, Meir y Wingreen analizaron el desarrollo del efecto
Kondo a bajas temperaturas cuando hay un número impar de electrones en
el QD [Meir et al., 1993] y discutieron las características del efecto Kondo
fuera de equilibrio. Estas predicciones también fueron posteriormente ve-
rificadas, en particular, el desdoblamiento del pico de voltaje cero debido
a los diferentes potenciales químicos de los cables. Con el fin de resolver
el modelo Anderson y calcular las propiedades de transporte, los autores
proponen la aproximación non crossing. La razón principal es que se puede
extender fácilmente para resolver el problema fuera de equilibrio [Wingreen
and Meir, 1994]. En esta tesis se siguió la misma idea y resolvimos el modelo
de Anderson con la NCA.
Moléculas artificiales. Arreglos de QDs y manipu-
lación de espín
A lo largo de los años, sistemas con más de un punto cuántico se han
explorado, tanto teórica como experimentalmente. El gran control de los
parámetros permitieron formar moléculas artificiales [Waugh et al., 1995] e
incluso cristales artificiales [Kouwenhoven et al., 1990], con la posibilidad
de cambiar las energías locales, los acoplamientos entre puntos y las ba-
rreras túnel. Esto ha abierto la puerta a un vasto universo de propuestas (y
experimentos) que se basan en el control y la manipulación de espín y carga.
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-Dos puntos cuánticos, moléculas artificiales: Algunos resultados relevantes
de las propiedades de transporte de sistemas con dos puntos cuánticos pue-
de encontrarse en la revisión de van der Wiel [van der Wiel et al., 2003].
En este artículo, se considera el caso en que los puntos cuánticos están co-
nectados en serie y la evolución del diagrama de estabilidad se estudia co-
mo función del acoplamiento entre los puntos. Se muestra que es posible
comenzar con dos puntos cuánticos bien definidos para terminar con un
único punto más grande aumentando el acoplamiento. Un sistema de dos
puntos cuánticos también se ha utilizado para demostrar el acoplamiento
de dos impurezas Kondo que forman estados bonding y anti-bonding [Jeong
et al., 2001]. Esta es una realización mesoscópica modesta de las interaccio-
nes RKKY que se producen en las redes Kondo. La manipulación coherente
de estados moleculares también es discutida por Holleitner et al. [Holleitner
et al., 2002] [Holleitner et al., 2004], por Chen et al. [Chen et al., 2004] y por
Craig et al. [Craig et al., 2004] entre otros.
-Dos puntos cuánticos, qubits de carga: Si los dos puntos cuánticos interac-
túan entre sí el número de electrones en cada punto no está bien definido.
Es posible alcanzar un régimen donde dos configuraciones con el mismo
número total de electrones se convierte en degenerada. En este caso, el sis-
tema se comporta como un qubit de carga con los estados 1/0 mapeados
en la ocupación de QD1/QD2. El qubit puede ser manipulado con pulsos
microondas [Frey et al., 2012].
-Dos puntos cuánticos, correlaciones orbitales y efecto Kondo: El estudio del
efecto Kondo en sistemas formados por dos puntos cuánticos con acopla-
miento capacitivo es muy interesante debido al grado adicional -orbital- de
libertad. Uno de los regímenes interesantes del sistema corresponde a la lí-
nea de coexistencia que separa dos configuraciones de carga (1, 0) ↔ (0, 1),
donde (N1, N2) indica el número de electrones en cada punto. En esta línea
hay una degeneración de cuatro: en espín y pseudo-espín. El papel de las
correlaciones de pseudo-espín se puso de manifiesto en los primeros traba-
jos de Wilhelm et al. [Wilhelm et al., 2002]. Se demostró que el efecto Kondo
a bajas temperaturas no era como el caso ordinario de espín 1/2 [Hübel
et al., 2008]. Esto motivó aún más trabajo teórico para analizar la posibili-
dad de realizar un efecto Kondo SU(4) en un sistema de dos punto cuánti-
cos. Borda et al. [Borda et al., 2003] propusieron que esto podría ser utilizado
como un filtro de espín y en un experimento reciente, un sistema de DQD
ha demostrado ser adecuado para llevar a cabo la espectroscopía de la fun-
ción de onda de Kondo [Amasha et al., 2013]. Nosotros hemos calculado las
propiedades de transporte de este sistema fuera de equilibrio para discu-
tir los resultados experimentales (ver Capítulo 9). Otro régimen interesante
corresponde al punto de degeneración entre los estados de uno y dos elec-
trones (1, 0) ↔ (1, 1) ↔ (2, 0). Este régimen se ha explorado teóricamente
[Galpin et al., 2005] y experimentalmente [Okazaki et al., 2011] y es candi-
dato a presentar una transición de fase cuántica singlete-triplete en función
de los parámetros.
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-Tres puntos cuánticos: Sistemas con tres QDs también se realizaron expe-
rimentalmente. El mapa de la estabilidad del sistema se midió [Gaudreau
et al., 2006] y los estados de espín se controlaron de manera coherente [Gau-
dreau et al., 2012]. Este sistema fue propuesto como un filtro de espín [Del-
gado et al., 2008]. Discuto esta posibilidad en el Capítulo 4. Recientemente,
el problema de la frustración de carga en un sistema de tres QDs se ha abor-
dado [Seo et al., 2013] destacando el papel de las interacciones y la excitante
posibilidad de comprender la frustración en un experimento controlado.
-Arreglos de QDs: La mejora de la Microscopía por Efecto Túnel (STM)
permitió un gran control sobre la posición de los átomos en la superficie
y la medición del efecto Kondo para diferentes muestras magnéticas [Jam-
neala et al., 2001]. En particular, se observó un increíble efecto de espejismo
cuántico en un corral formado por átomos de Co [Manoharan et al., 2000].
Esto pone de manifiesto la posibilidad de crear arreglos de puntos cuánticos
para probar otros efectos como los de interferencia.
-Manipulación de espín en puntos cuánticos semiconductores: Cuando los
puntos cuánticos se hacen pequeños, la energía de carga es grande y en el
caso en que hay un número total impar de electrones, hay un espín no apa-
reado que puede ser pensado como un espín localizado. La manipulación
de los estados de espín electrónicos en puntos cuánticos se ha explorado en
busca de la promesa de nuevos sistemas de procesamiento de información
[Engel et al., 2004]. Varios experimentos se han realizado donde se discu-
te el posible control de estados de espín y la coherencia. [Petta et al., 2005]
[Hanson et al., 2007]. Lamentablemente, debido a diversos mecanismos de
decoherencia los qubits de espín semiconductores no han podido seguir la
carrera contra los qubits superconductores basados en junturas Josephson.
Interferencia cuántica en el transporte
Uno de las observaciones más representativas del transporte mesoscó-
pico es la presencia de efectos de interferencia. Esta es una clara manifes-
tación de la naturaleza ondulatoria de los portadores y de la coherencia de
fase. He centrado parte del trabajo realizado en los efectos de interferencia
en las propiedades de transporte a través de sistemas interactuantes. Nues-
tro principal aporte es un estudio de la interrelación entre la interferencia
cuántica y el efecto Kondo (ver Capítulo 7). Hemos propuesto un modelo
para tener en cuenta los efectos de interferencia y demostrado que en algún
régimen de alta simetría es posible tener una supresión total de la corriente.
Algunas de las primeras manifestaciones de interferencia cuántica en sis-
temas mesoscópicos se discuten en la revisión de Beenakker [Beenakker and
van Houten, 1991]. Como un ejemplo, el efecto Aharonov-Bohm [Aharonov
and Bohm, 1959] se demostró en el transporte a través de anillos metálicos
micrométricos [Webb et al., 1985] [Chandrasekhar et al., 1985]. En el expe-
rimento el anillo está atravezado por un campo magnético y el potencial
vector entra en la función de onda de los electrones como una fase. Los elec-
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trones atraviesan el anillo a través de uno de los brazos (ambos son equiva-
lentes) y ya que el sistema es coherente en fase, la información contenida en
la fase de la función de onda no se pierde 1. Es posible observar oscilacio-
nes en la corriente como función del campo magnético como consecuencia
de la interferencia. El período de las oscilaciones es una combinación de
constantes universales: hc/e, el cuanto de flujo. El papel de las correlaciones
electrón-electrón en anillos mesoscópicos fue investigado por Jagla y Bal-
seiro quienes mostraron que afectan a la periodicidad de las oscilaciones de
conductancia debido a efectos de separación de la carga y el espín [Jagla
and Balseiro, 1993]. Más recientemente, el efecto Aharonov-Casher [Aha-
ronov and Casher, 1984] se demostró en un pequeño conjuntos de anillos
semiconductores mesoscópicos [Bergsten et al., 2006].
El camino libre medio largo de los electrones en heteroestructuras se-
miconductoras ha hecho de estos sistemas una plataforma excelente para
la realización de interferómetros [Imry, 1997]. En particular, se han utiliza-
do para poner a prueba la coherencia del transporte mediada por tunneling
resonante mediante la colocación de un punto cuántico en uno de los bra-
zos del interferómetro [Kubatkin et al., 1998]. Por otra parte, en el régimen
Kondo, esta configuración se ha utilizado para verificar la fase de la trans-
misión que según se predijo debería ser proporcional a la mitad del número
de electrones en la impureza de acuerdo con la regla de suma de Friedel
[Y. Ji et al., 2000]. Una gran cantidad de trabajo teórico y experimental se
ha hecho en estos interferómetros llamados de “cuál-camino?”. Hay varios
estudios teóricos de interferómetros Aharonov-Bohm mesoscópicos con un
punto cuántico en uno de los brazos [Kang and Shin, 2000] [Gerland et al.,
2000] [König and Gefen, 2001] [Hofstetter et al., 2001] que discuten el com-
portamiento de la fase de la transmisión, el período de las oscilaciones con
campo magnético y las posibles asimetrías en la corriente.
Otros sistemas que también se proponen como candidatos para mostrar
los efectos de interferencia son arreglos de puntos cuánticos. Estos sistemas
son más difíciles de realizar experimentalmente. Por ejemplo, Delgado et al.
sugirieron utilizar el efecto Aharonov-Bohm en un sistema de tres puntos
cuánticos asimétrico para obtener una corriente polarizada en espín [Del-
gado et al., 2008]. En el caso estudiado por los autores, la degeneración de
espín se rompe por el campo magnético y no es necesario analizar el efecto
Kondo. El efecto de las interacciones en los arreglos de puntos cuánticos fue
discutido por Lobos y Aligia en el régimen de Kondo [Lobos and Aligia,
2008]. El problema es más difícil en presencia de la interacción electrón-
electrón.
Tomando como inspiración el estudio del transporte a través de molécu-
las tipo anulenos [Rincón et al., 2009], se observó que la interferencia cuán-
tica en sistemas de muchos cuerpos se produce cuando dos estados de N
electrones se vuelven degenerados con un estado de N ± 1 electrones. La
posible ocupación de un estado u otro es equivalente a la elección del brazo
1En realidad la función de onda de los electrones “sensa” en el sentido de Feynmann
todos los caminos posibles. Esta expresión es una simplificación para entender la idea.
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en el anillo metálico o a los posibles “caminos” en una descripción Feynma-
niana. Dependiendo de la simetría de estos estados y de la geometría de la
conexión, una diferencia de fase puede aparecer conduciendo a fenómenos
de interferencia. Teniendo esto en cuenta hemos construido un modelo de
interferencia que llamamos el modelo de Aligia. Este modelo se presenta en
el Capítulo 5. En particular, en el caso en que N es impar, los estados de
muchos cuerpos son dobletes debido a la degeneración de espín y en el lí-
mite de una fuerte repulsión electrón-electrón, los electrones entran uno a la
vez en el sistema y es posible estudiar la interrelación entre la interferencia
cuántica y el efecto Kondo (ver Capítulo 7). El modelo es adecuado para
describir las propiedades de transporte en una gran variedad de sistemas.
Nosotros lo hemos aplicado a una molécula de benceno (ver Capítulo 8)
que presenta una interferencia destructiva parcial al conectar los electrodos
en la posición meta.
Transportes a través de moléculas. Interferencia y
vibraciones.
El camino hacia la electrónica molecular comenzó hace no tanto tiem-
po a finales de los ’90 [Reed et al., 1997]. El uso de moléculas como parte
de los dispositivos electrónicos es un campo reciente de intensa actividad
de investigación que implica tanto retos experimentales como teóricos. Una
muy buena introducción a este campo con una gran cantidad de experimen-
tos y teoría es el libro de Cuevas y Scheer [Cuevas and Scheer, 2010]. Para
dar cuenta de la relevancia del tema, hay una revisión reciente de Aradhya
y Venkataraman que hace hincapié en la ventaja de las propiedades mecá-
nicas, ópticas y térmicas de las moléculas para ir más allá del transporte
y construir dispositivos sin análogo clásico [Aradhya and Venkataraman,
2013].
En el lado experimental, hay varias técnicas que se han mejorado para
poner en contacto a las moléculas con electrodos metálicos y probar las pro-
piedades de transporte en la escala de una sola molécula. Usando electro-
migración, por ejemplo, el efecto Kondo se demostró en transistores de una
sola molécula [Liang et al., 2002] [Park et al., 2002]. En estos experimentos,
las moléculas se describen como puntos cuánticos. Los estados localizados
son los orbitales moleculares que se hibridan con los electrodos metálicos.
Con el uso de tensiones de compuerta, las energías de estos estados pueden
ser variadas y la corriente se puede cambiar entre encendido y apagado.
Aparecen regiones de corriente suprimida debido al bloqueo de Coulomb
y por esta razón en la literatura estos dispositivos se denominan transisto-
res moleculares [Cornaglia et al., 2004]. El transporte a través de moléculas
permite probar su estructura electrónica y los resultados experimentales se
puede entender muy bien con el complemento de cálculos ab initio [Nitzan
and Ratner, 2003] [Solomon et al., 2010].
Otros experimentos en el régimen de una sola molécula utilizan un STM
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con una punta de oro para formar junturas oro-molécula-oro de forma repe-
titiva y estudiar de las propiedades de transporte con herramientas estadís-
ticas. Analizan, por ejemplo, el decaimiento exponencial del acoplamiento
como una función de la longitud de la molécula [Xu and Tao, 2003]. Existen
otras propuestas utilizando dos nanopartículas de oro añadidas a una molé-
cula de tiol para contactarla con un nanogap microfabricado [Dadosh et al.,
2005] y también un experimento donde se prueban diferentes estados redox
en cadenas poliméricas depositadas en la parte superior de los electrodos
de un transistor de efecto de campo [Kubatkin et al., 2003]. Los autores tam-
bién discuten el acoplamiento fuerte o débil usando cadenas poliméricas de
diferentes longitudes [Danilov et al., 2008]. Un estudio sistemático del aco-
plamiento a los electrodos teniendo en cuenta la superposición de orbitals
π fue realizado por Venkataraman et al. [Venkataraman et al., 2006] quienes
encuentran una proporcionalidad ∼ cos2(α) con el ángulo α entre los orbi-
tales. El estado del arte en 2006 con una gran cantidad de referencias útiles
está en la revisión de Tao [Tao, 2006].
Dependiendo del grado de localización y del acoplamiento a los electro-
dos (o al sustrato), las moléculas pueden presentar espines desapareados o
incluso casos más complicados con mayor espín (S = 1). Una transición de
fase cuántica entre un estado triplete y singlete se demostró recientemen-
te en C60 [Roch et al., 2008] y también se observaron las características del
efecto Kondo underscreened [Roch et al., 2009]. Esto también se estudió en
un complejo orgánico con Co conectado a una juntura creada por rotura
que permitió estirar la molécula (rompiendo la simetría del entorno visto
por el átomo de Co) [Parks et al., 2010].
Desde las primeras mediciones, los modos de vibración de las moléculas
han demostrado desempeñar un papel relevante. Como ejemplo, un experi-
mento con una molécula de fullereno conectado a electrodos de oro mostró
evidencia de contribuciones inelásticas a la corriente debido al acoplamien-
to con las vibraciones [Park et al., 2000]. El acoplamiento electrón-fonón fue
utilizado por Smit et al. para investigar el transporte a través de una molécu-
la de hidrógeno utilizando una juntura creada por rotura controlable mecá-
nicamente (MCBJ) [Smit et al., 2002]. El papel de las vibraciones en pequeñas
junturas moleculares también fue destacado por Zhitenev et al. que alcan-
zó este límite de una sola molécula con una juntura fabricada en la punta
del STM utilizando evaporación con sombra [Zhitenev et al., 2002]. Más re-
cientemente, Kim et al. realizaron espectroscopía electrónica túnel inelástica
para caracterizar los modos de vibración de una molécula en una MCBJ for-
mada en Au y Pt [Kim et al., 2011]; y recientemenre Rakhmilevitch et al. han
demostrado el efecto de fonones en el régimen de Kondo [Rakhmilevitch
et al., 2014].
El papel de las vibraciones en presencia de correlaciones fuertes ha si-
do ampliamente estudiado [König et al., 1996] [Hewson and Meyer, 2002]
[Paaske and Flensberg, 2005] [Cornaglia et al., 2005] [Balseiro et al., 2006].
Algo que resulta de interés actual es que la evidencia experimental pone en
discusión las propiedades de escala de las réplicas de la resonancia Kondo
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en la conductancia diferencial. Hemos estudiado el efecto del acoplamiento
electrón-fonón en el régimen Kondo (ver Capítulo 12) y calculado las pro-
piedades de transporte fuera de equilibrio. Cálculos anteriores se basan en
el formalismo de la ecuación de movimiento para las funciones de Green
[Monreal and Martin-Rodero, 2009] [Monreal et al., 2010] o en una apro-
ximación de desacoplamiento de los fonones [Yong et al., 2007] [Yu et al.,
2008]. Estos modelos electrónicos efectivos conducen a una dependencia
equivocada de la temperatura Kondo con el acoplamiento de electrones y
fonones. Nosotros hemos estudiado este problema con la aproximación non
crossing tratando el acoplamiento con los fonones y la hibridación con los
electrones de conducción en pie de igualdad.
Nuestro principal interés es comprender el efecto del acoplamiento de
electrones y fonones en los fenómenos de interferencia. Como se discutió,
nuestro modelo de interferencia se inspira en moléculas tipo anulenos (con
forma de anillo). De hecho, las moléculas tienen ciertas simetrías hereda-
das por los orbitales moleculares y dependiendo de la forma en que están
conectados la fuente y el sumidero, es posible observar efectos de interfe-
rencia. Una propuesta en este sentido fue hecha por Cardamone y Stafford
[Cardamone et al., 2006] [Stafford et al., 2007]. Ellos sugieren la realización
de un transistor por efecto de interferencia cuántica (QuIET). A diferencia
de nuestro modelo, los autores no tienen en cuenta la fuerte interacción de
Coulomb. Aunque esto suena aún complicado de realizarse de forma expe-
rimental, se han producido avances increíbles. En un experimento reciente
Guédon et al. probaron la existencia de interferencia destructiva en el trans-
porte a través de moléculas utilizando monocapas auto-ensambladas de an-
traceno mono- y di-tiolado (AC-MT, AC-DT) y de antraquinona (AQ-MT,
AQ-DT) [Guédon et al., 2012]. A pesar del hecho de que no es un experi-
mento de una sola molécula, la transmitancia muestra una depresión en el
nivel de Fermi para el AQ-MT y una conductancia dos órdenes de mag-
nitud inferior en el AQ-DT (en comparación con el AC-DT) como conse-
cuencia de la interferencia destructiva parcial. Los autores apoyan sus re-
sultados con un cálculo ab initio de la estructura electrónica y la transmisión
utilizando un formalismo de Landauer. Los autores afirman que el carácter
de ser conjugada-transversal de la molécula AQ es clave para entender la
presencia de interferencia destructiva [Valkenier et al., 2014]. Experimentos
de una sola molécula fueron realizados por Vázquez et al. demostrando la
violación de la ley clásica de Kirchoff de superposición para circuitos elec-
trónicos debido a la presencia de interferencia constructiva [Vazquez et al.,
2012]. Ballmann et al. también informan sobre la presencia de interferencia
destructiva en el transporte a través de moléculas individuales que se infiere
indirectamente por un aumento de la conductancia al aumentar la tempera-
tura [Ballmann et al., 2012]. Según los autores, a medida que la temperatura
aumenta, el número de fonones se vuelve más importante y también la de-
coherencia. Esto conduce a una pérdida de interferencia destructiva y, por
tanto, a un aumento de la conductancia. La teoría presentada por los autores
se basa en un artículo de Härtle [Härtle et al., 2011] que no toma en cuen-
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ta las interacciones electrón-electrón. Por lo tanto, creemos que el estudio






Estudio teórico del transporte en
sistemas mesoscópicos
“The ongoing miniaturization of solid state devices often leads to the question:
“How small can we make resistors, transistors, etc., without changing the way they
work?” The question can be asked a different way, however: “How small do we have
to make devices in order to get fundamentally new properties?” By “new properties”
we particularly mean those that arise from quantum mechanics or the quantization
of charge in units of e; effects that are only important in small systems such as
atoms. “What kind of small electronic devices do we have in mind?” Any sort of
clustering of atoms that can be connected to source and drain contacts and whose
properties can be regulated with a gate electrode. Practically, the clustering of atoms
may be a molecule, a small grain of metallic atoms, or an electronic device that is
made with modern chip fabrication techniques. It turns out that such seemingly
different structures have quite similar transport properties and that one can explain
their physics within one relatively simple framework.”
Leo Kouwenhoven
Electron transport in quantum dots, proceedings of the Advanced Study Institute
on Mesoscopic Electron Transport (1997)
3.1 Conductancia a partir de la transmisión.
3.2 El lenguaje de funciones de Green.
3.3 Un tratamiento general para la corriente.
Este capítulo está dedicado a la introducción de los elementos teóricos
necesarios para el tratamiento del problema del transporte en sistemas me-
soscópicos. Una gran cantidad de trabajo se ha hecho para cubrir la amplia
variedad de fenómenos que se pueden encontrar. Además, diferentes enfo-
ques para el problema han mostrado proporcionar una buena comprensión
de la física subyacente y también capacidad de predicción. Es el propósito
de la siguiente introducción la presentación de algunos conceptos y resul-
tados importantes y la discusión de la conexión entre la descripción de las
propiedades de transporte en términos de coeficientes de transmisión, por
un lado y el lenguaje de funciones de Green, por el otro.
He decidido evitar cuentas excesivamente largas y más bien preferí ex-
plicar los conceptos e ideas en detalle. Como complemento he preparado un
“kit de supervivencia” que se puede encontrar en el Apéndice A.
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3.1. Conductancia a partir de la transmisión
Una cuestión de escalas
En sistemas mesoscópicos se pueden obtener diferentes regímenes de
transporte en función de la relación entre las escalas que son relevantes pa-
ra el problema concreto que se analiza [Datta, 2003]. Las escalas típicas que
deben considerarse son i) las dimensiones características del sistema: lon-
gitud L, ancho W ; ii) la longitud de onda de Fermi en el caso de los elec-
trones λF o la longitud de onda de De Broglie en general, iii) los caminos
libres medios elásticos e inelásticos le y lin y iv) la longitud de coherencia
ξ. También se podría incluir una longitud térmica λT y una longitud mag-
nética, como el radio de sincrotrón rC . Cuando el tamaño del sistema es
menor que ξ, se dice que éste es coherente o coherente en fase. Dentro de
este límite, la información contenida en la fase de la función de onda de los
portadores no se pierde al viajar a través del sistema. La longitud de cohe-
rencia depende principalmente del camino libre medio inelástico, porque
estos son el tipo de procesos que conducen a una pérdida de coherencia de
fase. De este modo, la condición para la coherencia se asocia normalmente
a la de L,W  lin. La condición de la coherencia es esencial para la inter-
ferencia cuántica. Por otro lado, el camino libre medio elástico se asocia con
la evolución del impulso. Si L,W  le, el transporte se dice difusivo 1. Si
L,W  le, se dice que el conductor es balístico 2. Cuando las dimensiones
características del sistema se vuelven comparables a la longitud de onda de
los portadores hay efectos de cuantificación. Entre otras consecuencias, esto
puede conducir a una dimensionalidad efectiva, tales como 2D (por ejemplo
2DEGs), 1D (por ejemplo, nanocables) o incluso 0D (por ejemplo los puntos
cuánticos).
Las otras escalas relevantes son las escalas de energía y de tiempo, que
están, por supuesto, relacionadas con las anteriores. En cuanto a las esca-
las de energía, las consideradas típicamente son: la energía de Fermi εF , la
energía suministrada por el voltaje aplicado eVb, la temperatura T , la repul-
sión de Coulomb U y la energía Zeeman. Las escalas de tiempo importantes
están dadas por las tasas de los diferentes procesos: τ−1e (τ
−1
φ ) la tasa de dis-
persión elástica (inelástica).
Está claro que hay muchos escenarios posibles que conducen a una gran
variedad de fenómenos de transporte [Imry, 1997] [Ferry and Goodnick,
1997] [Datta, 2005]. Este trabajo se centra en conductores coherentes y balís-
ticos. Para la descripción teórica de transporte en estos sistemas es posible
desarrollar un formalismo basado en canales de conducción que llevan la
corriente. La conductancia de un conductor mesoscópico puede ser rela-
cionada con la transmisión característica de este tipo de guías de ondas de
1En este caso lin se puede calcular en términos del coeficiente de difusiónD y del tiempo
de relajación difusivo τφ, que es la inversa de la tasa de dispersión inelástica: lin =
√
Dτφ
2Para un conductor balístico, el camino libre medio inelástico puede ser calculado como
la distancia media recorrida por los portadores entre dos eventos de dispersión inelástica,
es decir, lin = vF τφ.
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electrones.
Figura 3.1: Dos reservorios de electrones con potenciales electro-químicos µL y µR están
conectados a un sistema mesoscópico que puede ser descripto en términos de modos trans-
versales. La longitud del sistema es L y el ancho es W .
Guías de onda de electrones
Dentro de un conductor balístico el impulso de los portadores se con-
serva durante su paso desde un electrodo al otro. Si la temperatura es sufi-
cientemente baja y el voltaje aplicado no es grande, los estados importantes
para el transporte de corriente son aquellos cuyo impulso k está cerca del
impulso de Fermi kF . Cuando se reducen las dimensiones del sistema, hay
un efecto directo en el número de estos estados.
Un caso particular de interés, ampliamente estudiado experimental y
teóricamente, es el gas de electrones de dos dimensiones (2DEG) formado
en heteroestructuras semiconductoras [Beenakker and van Houten, 1991]
[Datta, 2003]. Hay una gran cantidad de detalles con respecto a los 2DEGs,
pero por el momento para esta introducción es suficiente considerarlos co-
mo un sistema experimental en el que el movimiento de los electrones está
limitado a un plano. De esta manera, la muestra se obtiene definiendo un
circuito en este sistema 2D, por ejemplo, como una barra de longitud L y
de ancho W 3. Dos electrodos macroscópicos metálicos están conectados a
la barra en los lados izquierdo y derecho, como se muestra en la Fig. 3.1. La
pregunta es cuáles son las propiedades de transporte de este sistema.
El Hamiltoniano del 2DEG en ausencia de campo magnético es casi el de
un gas libre, es decir, una energía cinética con una masa efectiva m. Dada
la barra, también hay una energía potencial que tiene en cuenta el confina-
miento dentro de L yW . Ajustando la orientación de L a lo largo del eje x, si
W  L el potencial de confinamiento V (y) es el más relevante y la ecuación
de Schrödinger resulta
H(x, y)Ψ(x, y) = EΨ(x, y).
La función de onda se puede descomponer en ondas planas eikx en la di-
rección x y un conjunto de soluciones {χn(y)} en la dirección y satisfaciendo
H̃(y)χn(y) = Enχn(y),
3Esto puede llevarse a cabo mediante técnicas estándar de micro-fabricación.
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Figura 3.2: Los electrones en los reservorios están en equilibrio con sus potenciales electro-
químicos. En el electrodo de la izquierda (derecha), los estados electrónicos son ocupados
hasta µL (µR). La relación de dispersión se muestra en la parte inferior en función de kx.
En los electrodos hay un continuo de estados posibles ya que cualquier ky es posible. En el
conductor mesoscópico, las energías son En =
~2k2x
2m +en. Las parábolas están desplazados a
causa del confinamiento. Los modos transversales que se encuentran entre µL y µR pueden
ser ocupados y son responsables de transportar la corriente.
donde H̃(y) = e−ikxHeikx. Por lo tanto, la función de onda es Ψn(x, y) =
χn(y)e
ikx con autoenergía En = ~
2k2
2m
+ en. Como en un pozo de potencial,
existe un espectro discreto de energía. Las soluciones cuantificadas en la
dirección y se denominan modos transversales. Cada uno de estos modos
se comporta como un canal cuasi unidimensional. La separación típica en
energía de estos modos va como 1/W 2. Dependiendo de W , el número de
estados que lleva corriente se puede variar.
Para el cálculo de la corriente en el sistema es necesario agregar algu-
nas hipótesis sobre los electrodos. Los contactos metálicos macroscópicos
son considerados como reservorios de electrones donde los electrones ter-
malizan y llegan a un equilibrio con los potenciales electro-químicos µν =
εF − eVν , donde ν = L (R) denota izquierda (derecha). A bajas temperatu-
ras, cuando se aplica una pequeña tensión tal que µL > µR, aparece una
corriente. Los electrodos se consideran no-reflectantes, es decir, los electro-
nes que viajan de izquierda a derecha están termalizados con µL e ingresan
en el electrodo de la derecha sin probabilidad de reflexión. Esto es razona-
ble para grandes reservorios de carga. A su vez, los electrones que viajan de
derecha a izquierda están termalizados con µR y entran en el electrodo de
la izquierda también sin reflexión. Como se muestra en la Fig. 3.2, los mo-
dos transversales importantes son aquellos cuyas energías en están entre µL
y µR. En el caso simple en que hay un único modo que satisface esta con-
dición, la corriente neta que fluye de izquierda a derecha está dada por el
producto de la carga eléctrica −e, la velocidad vk y la densidad de portado-
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res por unidad de longitud 4






donde el 2 viene de la degeneración de espín y fL(εk) (fR(εk)) es la función
de distribución de Fermi del reservorio izquierdo (derecho). Convirtiendo








dE [fL(E)− fR(E)]. (3.1)
Esto es una consecuencia del hecho de que los canales son cuasi unidimen-




(µL − µR), (3.2)









Este es el cuanto de conductancia G0 = 2e
2
h
= [12.906 kΩ]−1. Está claro que,
dado que los modos transversales se comportan como canales independien-
tes, todos ellos contribuyen con la misma cantidad cuando µR < en < µL. Si





La cuantización de la conductancia en múltiplos enteros deG0 se verificó
experimentalmente en 2DEGs usando contactos puntuales cuánticos [Webb
et al., 1985] [Wharam et al., 1988]. Estos son constricciones formadas en el
2DEG utilizando compuertas electrostáticas. Con el control de la tensión de
compuerta, el ancho W de la constricción se puede reducir y a bajas tempe-
raturas se puede observar cómo cae la conductancia en escalones.
Conexión de conductores a través de guías de ondas de elec-
trones
Este cálculo de la corriente a través de las guías de ondas de electrones
es válido sólo para canales conductores perfectos. Un caso más general (ver
Fig. 3.3) consiste en considerar un sistema formado por dos reservorios (µL,
µR), un conductor central HC no necesariamente balístico y dos guías de
onda de electrones perfectas (cables izquierdo y derecho) que los conectan.
4La corriente se obtiene integrando la densidad de corriente Jx(y) en el ancho W . Si
Jx(y) = Jx, entonces I es simplemente Jx multiplicado por W , es decir, la corriente puede
ser calculada utilizando el número de portadores por unidad de longitud.
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Esto establece las bases de un problema de transporte muy general. Dos
enfoques muy útiles van a ser presentados, indicando en qué casos son o
no apropiados. Utilizan un lenguaje ligeramente diferente y en algún punto
esta introducción puede considerarse como un pequeño diccionario.
Figura 3.3: (superior) Dos reservorios de electrones están conectados a un conductor cen-
tral a través de los cables L1 y L2. Las propiedades de transporte del sistema dependen de los
detalles microscópicos del conductor central. Sin embargo, es posible encontrar una expre-
sión para la corriente y la conductancia en términos de los coeficientes de transmisión del
conductor central (véase el texto). (inferior) Una parte de la corriente viajando de izquierda
a derecha en un modo dado del cable L1 a L2 se transmite con probabilidad T y otra parte
es reflejada de nuevo con probabilidad 1− T .
La corriente a través de toda la estructura está determinada por los de-
talles microscópicos del conductor central. Esto puede ser evitado si el pro-
blema se plantea como un problema de dispersión [Imry, 1997]. De hecho,
el conductor central se trata como una barrera de potencial. Puede ser carac-
terizado por un coeficiente de transmisión T . Como se muestra en la Fig.
3.3, una parte de la corriente proveniente de la izquierda I+ se refleja con
probabilidad 1 − T (dando origen a una corriente de derecha a izquierda
I−). Para un modo transversal, la corriente en el cable izquierdo (LL) es
ILL = I
+ − I− = I+ − (1− T )I+ = T I+,




T [µL − µR].
Análogamente, la corriente que fluye hacia la derecha en el cable derecho
da IRL = ILL (como debe ser para la conservación de la corriente). La con-





3.1. Conductancia a partir de la transmisión 
Esta es la conductancia para un modo transversal activo cuya transmisión T
es el valor en la energía de Fermi y se considera constante en el intervalo del
voltaje aplicado. Si se consideran M modos transversales y una transmisión










n Tn. El conjunto de coeficientes de transmisión {Tn} caracterizan a un
conductor mesoscópico.
Una configuración multi-terminal
Para la medición de las propiedades de transporte en sistemas mesoscó-
picos es necesario incluir las terminales de voltaje. Estas conexiones tienen
que ser tratadas en igualdad de condiciones que los cables considerados
previamente de fuente y sumidero [Büttiker, 1986]. El formalismo multi-
terminal ha sido utilizado para interpretar la cuantización de la resistencia
Hall y la ausencia de resistencia longitudinal en el régimen del efecto Hall
cuántico [v. Klitzing et al., 1980] [Beenakker and van Houten, 1991] y para
demostrar la validez de la relación de Onsager entre la corriente y la tensión
en presencia de un campo magnético [Büttiker, 1986]. En una configuración
de cuatro terminales, si la corriente se inyecta entre los cables 1-2 y, si se
mide la tensión entre 3-4, luego debe verificarse, R12,34(B) = R34,12(−B).
Como se muestra en la Fig. 3.4, el caso general que se describe es el de
varias terminales cada una acoplada a un reservorio µp con el conductor a
través del cable p.
El cálculo de la corriente en el cable p es como sigue. Los electrones pro-
cedentes del cable q están termalizados con µq, por lo que su función de
distribución es fq(E). Parte del flujo de corriente puede pasar al cable p a
través de la transmisión Tq→p. Esta transmisión es el resultado de la suma
de las transmisiones individuales que conectan los Mp modos transversales







que puede depender de la energía. Con el mismo razonamiento, la corriente









Esta es una expresión muy general que incluye la posibilidad de tener tem-
peraturas y voltajes finitos. Los ingredientes principales son los coeficientes
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Figura 3.4: En sistemas mesoscópicos las terminales para la medición de tensión son tra-
tados en pie de igualdad, como pistas con modos transversales. Los modos en las distintos
cables se comunican a través de la estructura central.
de transmisión. El problema es determinar estas transmisiones que son ca-
racterísticas no del conductor aislado sino del conductor en presencia de





dE [TL→R(E)fL(E)− TR→L(E)fR(E)] , (3.6)
que es la generalización de la Ec. (3.1).
Algunos límites particulares. Respuesta Lineal
El cálculo de la corriente es un problema de no equilibrio. La presencia
de voltajes aplicados implica que los coeficientes de transmisión tienen que
ser calculados con las distribuciones de electrones modificadas. De la Ec.
(3.5) se puede obtener que
∑
q[Tp→q(E) − Tq→p(E)] = 0 en el equilibrio, ya
que f eqq (E) = f eqp (E) = f eq(E) y la corriente debe ser cero. Esto significa que,
para p y q arbitrarios, T eqp→q(E) = T eqq→p(E) en equilibrio. Fuera de equilibrio










Para voltajes pequeños es apropiado trabajar en una aproximación de










[δTp→q(E)f eqp (E)− δTq→p(E)f eqq (E)]
+ [T eqp→q(E)δfp(E)− T eqq→p(E)δfq(E)],
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(−eVp). Si la variación de las transmisio-













T eqp→q(E)[Vp − Vq],




Gq→p[Vp − Vq], (3.8)











T eqp→q(E) . (3.9)
Esta expresión es ampliamente utilizada. Es la conductancia en respuesta
lineal. De hecho, el resultado es bastante general y sólo depende del cálculo












y I0L = G[VL − VR].
Con el fin de resumir, hasta ahora se ha demostrado cómo calcular la
corriente en un sistema de mesoscópico como el de la Fig. 3.4. Hay varias
terminales, cada una conectada con un reservorio y a un conductor central
que está caracterizado por coeficientes de transmisión que relacionan las co-
rrientes en las diferentes terminales. Ellos describen la probabilidad de que
la corriente fluya desde un cable a otro. El cálculo de la corriente a través del
sistema se basa en la determinación de estos coeficientes: i) en un caso gene-
ral (multi-terminal, voltaje finito, temperatura finita, efectos de no equilibrio
no despreciables), la transmisión tiene que ser calculada para el problema
de no equilibrio y la corriente se obtiene de la Ec. (3.5). ii) Cuando la trans-
misión se puede tomar como en equilibrio, la condición Tp→q(E) = Tq→p(E)
puede ser utilizada. iii) A voltaje aplicado pequeño, la corriente se puede
calcular utilizando la Ec. (3.8) y la conductancia utilizando la Ec. (3.9). iv)
A temperaturas muy bajas, la derivada de la función de Fermi puede ser
reemplazada por un delta de Dirac centrada en εF . Después de integrar en
la Ec. (3.9), Gq→p = 2e
2
h
T eqp→q(εF ), que coincide con la expresión de la fórmula
de Landauer (la Ec. (3.3)).
3.2. El lenguaje de las funciones de Green
El problema de transporte es ahora el cálculo de los coeficientes de trans-
misión. En términos de un problema de dispersión, estos coeficientes están
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relacionados con los elementos de una matriz: la matriz de dispersión [Dat-
ta, 2003] [Bruus and Flensberg, 2004].
Una función de onda general que describe un electrón en el cable p es











donde A+pn(k) (A−pn(k)) es la amplitud de un electrón en el modo transver-
sal n del cable p viajando desde el reservorio hacia el conductor (desde
el conductor hacia el reservorio) con impulso k. Para un electrón de ener-
gía E, el vector de onda se puede determinar para cada modo transversal
~kn =
√









escrita en términos de coeficientes dependientes de la energía. Un sistema
de coordenadas distinto xp, yp se puede asociar a cada cable. Todas las am-
plitudes “entrantes” A+pn(E) (desde el punto de vista del conductor) se pue-
den juntar en un vector
a(E) = (· · · (A+pn) · · · (A+qm) · · · ),
y lo mismo se puede hacer con las amplitudes “salientes”,
b(E) = (· · · (A−pn) · · · (A−qm) · · · ).
Las amplitudes entrantes y salientes están relacionadas por la matriz de
dispersión
b(E) = S(E) a(E). (3.10)
Figura 3.5: (izquierda) La inyección de un electrón en el sistema se puede considerar como
la creación de una excitación en un punto r. Las funciones de Green se utilizan para conocer
el efecto de esta excitación en un punto r′. (derecha) en presencia de un conductor, los
coeficientes de transmisión se pueden obtener de las funciones de Green.
Como se ilustra en la Fig. 3.5, la inyección de un electrón en un cable
puede ser considerada como una perturbación en el sistema creada en algún
punto (x0, y0). La medición del efecto de esta perturbación en (x, y) después
3.2. El lenguaje de las funciones de Green 
de la dispersión permite la determinación de los elementos de S. El proble-
ma puede ser analizado en términos de funciones de Green. Es ventajoso
introducir el lenguaje de funciones de Green, ya que puede ser empleado en
situaciones muy generales. En lo que sigue: (i) el primer paso es definir las
funciones de Green de una sola partícula y precisar el lenguaje a emplear 5.
(ii) La segunda tarea consiste en expresar los elementos de la matriz de dis-
persión en términos de funciones de Green. Por último, (iii) una expresión
para la corriente y la conductancia se puede escribir usando funciones de
Green.
(i) Definición de funciones de Green de una partícula
Para los sistemas no interactuantes la función de Green de una partícula
es un operador definido como
Ĝ(E) = (E − Ĥ)−1, (3.11)
donde Ĥ es el Hamiltoniano del sistema 6. Esta definición puede entenderse
de la siguiente manera,
(E − Ĥ)Ĝ(E) = I,
donde la introducción de Gr;r′(E) = 〈r|Ĝ(E)|r′〉 con r = (x, y),
(E −H(r))Gr;r′(E) = δ(r− r′). (3.12)
Esto es muy similar a la ecuación de Schrödinger estacionaria pero con una
delta de Dirac como inhomogeneidad. La función de Green mide la ampli-
tud en r de un electrón con energía E inyectado en r′.
La Ec. (3.12) puede resolverse muy fácilmente en el caso de un cable
aislado. La delta separa el sistema en dos regiones (L y R) como se muestra














−ikn|x−x′| parax < x′,
donde los coeficientes A+n (E) y A−n (E) se pueden determinar a partir de la
continuidad de la solución GRE(x
′, y) = GLE(x
′, y) y la discontinuidad de la
5Sólo un comentario en aras de claridad: (+) cuando el problema físico no implica inter-
acciones entre las partículas (como repulsión de Coulomb) puede ser descrito en términos
de operadores de una sola partícula y de funciones de Green de una sola partícula. Es-
tas funciones de Green pueden ser relacionadas con el operador diferencial que resuelve la
ecuación de Schrödinger estacionaria para inhomogeneidad deltiforme. (+) Cuando hay in-
teracciones, hay una definición más general para funciones de Green de muchos cuerpos.
(+) Las funciones de Green se pueden definir a temperatura cero o a temperatura finita. En
este último caso, se las llama funciones de Green de Matsubara o de tiempo imaginario.
El formalismo es ligeramente diferente debido a que los valores habituales de expecta-
ción tienen que ser reemplazados por los de ensamble. (+) Hay también una extensión del
formalismo de la función de Green cuando el sistema está fuera de equilibrio. Este es el
formalismo de Keldish que implica otras funciones de Green. Todas estas aparecen en esta
tesis (véase el Apéndice A). Los detalles necesarios se darán oportunamente.
6La notación de sombrero se mantiene aquí para mayor claridad.
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Figura 3.6: Convención empleada para encontrar la solución de la función de Green en el
cable aislado.












= δ(y−y′)2m/~2. Como resultado,












donde vn = ~kn/m es la velocidad. Este resultado es la función de Green
retardada GrE(r, r′) ya que representa un proceso de crear primero la per-
turbación y luego medir su amplitud. También hay una función de Green
avanzada GaE(r, r′) que corresponde a considerar ondas planas entrante ha-
cia la delta (A+ en la región de L y A− en R). Ambas funciones se pueden
encontrar cambiando directamente la energía E por E ± iη en la Ec. (3.11) o
la Ec. (3.12) y tomando el límite de η → 0+. El signo más (menos) permite
recuperar la función de Green retardada (avanzada).
(ii) La función de Green y la matriz de dispersión
El problema ahora es encontrar la función de Green para el sistema com-
pleto: los cables y el conductor central. Como se muestra en el panel derecho
de la Fig. 3.5, en el caso en el que hay sólo dos cables: izquierdo y derecho,
un electrón se inyecta en el cable izquierdo en (x′L, y
′
L) = (0, y
′
L) y se mide
su amplitud en el cable ν en (xν , yν) = (0, yν). Si el cable estuviese aislado, la
función de Green correspondería a G0L;E dada por la Ec. (3.13) para una ex-
citación creada en (x′L, y
′
L). Como es habitual en problemas de dispersión, se
puede considerar que “el detector” se coloca lejos de la región de dispersión
y se pueden utilizar las soluciones asintóticas.
Si el detector se coloca en el cable izquierdo, hay dos contribuciones:
una de ellas proviene de la propia excitación, es decir, la amplitud A− en la
inyección (véase la Fig. 3.6); y una segunda contribución que proviene de
la parte reflejada. Si el detector se coloca en el cable derecho, la amplitud
3.2. El lenguaje de las funciones de Green 














Las amplitudes salientes A−νn(E) están relacionadas con las entrantes a tra-











































Esta es la función de Green de una sola partícula de los cables y el conductor.
Los coeficientes de la matriz de dispersión se pueden obtener usando la
ortogonalidad de los modos transversales













Esta expresión es importante porque se refiere al cálculo de la matriz de
dispersión a partir del conocimiento de las funciones de Green que provie-
nen de la solución de la Ec. (3.12). En otras palabras, las propiedades de
transporte se pueden determinar calculando las funciones de Green [Fisher
and Lee, 1981].
(iii) Propiedades de transporte en términos de funciones de
Green
Las transmisiones Tp→q en la Ec. (3.4) miden la probabilidad de que la
corriente que fluye en el cable p pase por el cable q. Pueden calcularse a
partir de la matriz de dispersión escaleada apropiadamente para convertir













Se puede demostrar que S ′ es unitario con el fin de satisfacer la conservación
de la corriente.
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Figura 3.7: Con respecto a uno de los conductores (en este caso el cable de la izquierda), la
matriz de dispersión se puede separar en bloques, b = Sa. Los electrones viajando hacia
(desde) el conductor se etiquetan con a (b). Con respecto al cable de la izquierda, los elec-














, con los coeficientes de reflexión y transmisión r, r′, t y t′.
En la práctica, si q 6= p (que suele ser el caso), los únicos elementos de la
matriz de dispersión que son necesarios son los que relacionan las amplitu-
des entrantes A+ en el cable q con las amplitudes salientes A− en el cable p.
Para expresar los coeficientes de transmisión de una manera bastante sim-
ple voy a cambiar la notación un poco. En lugar de los diferentes sistemas
de referencia, desde el punto de vista de uno de los reservorios (ver Fig. 3.7):
a+ corresponde a la amplitud de un electrón alejándose del reservorio y
b− viajando hacia el reservorio. Mientras que
a− corresponde a la amplitud de un electrón viajando hacia el reservorio
en otro cable y
b+ alejándose en otro cable.













donde desde el punto de vista del reservorio, todos los coeficientes que re-
lacionan amplitudes a+ con amplitudes transmitidas b+ forman el bloque t.
Si p 6= q,
Tq→p(E) = Tr(tt†)(E), (3.17)
donde la traza es sobre los modos transversales. Esta expresión muestra que
las propiedades de transporte (ver Ec. (3.5) y Ec. (3.9)) se pueden calcular a
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donde t = tp→q.
Utilizando la Ec. (3.14) y el cambio de la Ec. (3.15) en la Ec. (3.16), los
elementos de la matriz t pueden expresarse en términos de las funciones de
Green

















es la corriente en términos de las funciones de Green avanzada y retardada
Ĝa, Ĝr y los acoplamientos Γ.
En este punto la imagen está completa. La corriente que fluye entre los
diferentes reservorios se puede calcular en términos de las probabilidades
de transmisión. Estas probabilidades se pueden obtener a partir de los ele-
mentos de una matriz, la matriz de dispersión. Esta matriz a su vez se pue-
de calcular utilizando las funciones de Green. El punto clave es que, dado el
Hamiltoniano del sistema, la tarea es encontrar las funciones de Green. En
algunos casos, esto significa solamente invertir una matriz.
Observaciones importantes:
El problema del transporte en sistemas mesoscópicos puede ser descrip-
to en términos de un Hamiltoniano H que incluye cables que llevan co-
rriente termalizados con reservorios electrónicos conectados a un conductor
central HC . Hay importantes observaciones sobre: a) la validez de las expre-
siones que tienen que ser calculadas y b) qué tipo de procesos pueden ser
tenidos en cuenta.
a) El problema es calcular la función de Green dado el Hamiltoniano. De
acuerdo con la definición de la Ec. (3.11), y teniendo en cuenta, por ejemplo,
cómo se encontró la solución para el cable aislado, parece que la temperatu-
ra y el voltaje no juegan ningún papel en absoluto. La observación es correc-
ta. El problema que se resuelve para la función de Green es un problema de
mecánica cuántica a temperatura cero en equilibrio. La temperatura y el vol-
taje aparecen en las distribuciones de Fermi cuando se calcula la corriente.
En este sentido:
- La conexión entre las funciones de Green de una sola partícula defini-
dos por la Ec. (3.11) y las transmisiones es válida cerca del equilibrio.
- El efecto de la temperatura y el voltaje se tiene en cuenta sólo a través
de las funciones de distribución de Fermi en las integrales de energía.
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b) Además, el sistema descripto porHC puede ser bastante complejo: una
molécula, un nanocable, un punto cuántico, por ejemplo. Lo que no es en
absoluto obvio es ¿cómo sería posible incluir interacciones electrón-electrón
o electrón-fonón dentro de este formalismo?:
- La definición de las funciones de Green dadas en la Ec. (3.11) es ade-
cuada para problemas de una sola partícula. Las interacciones entre
electrones y el acoplamiento a otros grados de libertad no pueden ser
tratados dentro de este formalismo sin alguna modificación. Es nece-
sario introducir una función de Green de muchos cuerpos o alguna
aproximación al problema (por ejemplo, una aproximación de campo
medio) para tener un problema efectivo de una sola partícula.
- No es válido para el tratamiento de los fenómenos dependientes del
tiempo.
- La conexión entre la matriz de dispersión y la función de Green como
se demostró es válida para sistemas no interactuantes.
En la siguiente sección, un enfoque general se presenta donde el proble-
ma de calcular las propiedades de transporte se trata como un problema de
muchos cuerpos. La derivación sigue el trabajo de Meir y Wingreen [Meir
and Wingreen, 1992]. Se obtienen expresiones similares para la corriente y
la conductancia.
3.3. Un enfoque general para la corriente
Figura 3.8: Esquema general para el problema de transporte. El sistema está formado por
un conductor central y dos reservorios de electrones que están acoplados. Los reservorios
pueden ser descriptos como las bandas de conducción en un metal y tienen una temperatura
y un potencial químico bien definidos. Los electrones de conducción están en equilibrio
con estos reservorios. El transporte es posible debido a que los electrones pueden entrar en
el conductor, ocupando los estados disponibles, o salir desde los estados localizados de la
región central hacia los electrodos.
Con el fin de calcular las propiedades de transporte, el sistema completo
se puede descomponer en diferentes partes como se ilustra en la Fig. 3.8. El
Hamiltoniano para este problema es
H = HL +HR +HC +HMIX , (3.21)
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donde Hν representa los cables a izquierda (ν = L) y derecha (ν = R), HC
es el Hamiltoniano que describe el conductor central y HMIX representa el
acoplamiento entre las tres partes.
La idea es tratar este problema como un problema de muchos cuerpos.
Una expresión para el Hamiltoniano se puede dar en términos de opera-
dores de creación y destrucción. Los cables conectados a los reservorios se








donde εk,ν,σ = εk,σ−µν . Este sería el mismo que antes para cada modo trans-
versal. Los operadores c†kνσ (ckνσ) representan la creación (destrucción) de
un electrón con momento k y espín σ en el cable ν.
El conductor central puede ser descrito en términos de un conjunto com-






y puede incluir interacciones (es decir, términos de dos cuerpos).










donde Vkνnσ es el elemento de la matriz de tunneling de los electrones en el
cable ν con momento k y espín σ para entrar en el conductor central en el
estado localizado n.




















La corriente que fluye de izquierda a derecha se puede calcular a partir












Esto asume que los operadores están en la representación de Heisenberg. Es
fácil comprobar que [NL, HL] = [NL, HR] = [NL, HC ] = 0 y, por lo tanto, la
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Está expresada en términos de los valores de expectación: 〈c†kLσdn〉 y 〈d†nckLσ〉.
Nótese la similitud con la Ec. (3.5). Más tarde, esto se hará más claro.
Funciones de Green de no-equilibrio
Estos valores de expectación están relacionados con algunas funciones
de Green especiales que son adecuadas para los problemas de no equilibrio




donde los operadores están en la representación de Heisenberg y 〈 〉 debe
entenderse como un valor medio en el ensamble gran canónico. En el régi-
men estacionario, la función de Green sólo depende de la diferencia de t−t′.
En este caso, mediante la introducción de




G<kLσ,n(t− t′) = i〈d†n(t)ckLσ(t)〉, (3.28)



























que es la corriente escrita en términos de funciones de Green de no equili-
brio. La tarea consiste en determinar estas funciones de Green.
Un enfoque basado en dibujos
Una expresión muy útil para la corriente puede obtenerse si las funcio-
nes de Green G <kLσ,n y G
<
n,kLσ se ponen en términos de las propiedades del
conductor central, los reservorios y el acoplamiento a los conductores. Para



















3.3. Un enfoque general para la corriente 
y la idea es tratar H1 como una perturbación. En ausencia de mezcla, los
reservorios y el conductor central descriptos por H0 están desconectados.
Los autoestados y autoenergías del sistema aislado se consideran conocidos
7. La idea es utilizar la teoría de perturbaciones para averiguar el efecto de
acoplamiento de estas partes con H1.
En lugar de una derivación formal voy a hacer la expansión perturbativa
en términos de diagramas 8. La estructura de la función de Green (de la Ec.
(3.28))
〈Ψ|d†n(0) ← ckLσ(t)|Ψ〉,
puede interpretarse como: tomar al estado |Ψ〉 del sistema completo H0 +
H1 en el momento t′ = t, destruir un electrón con impulso k y espín σ en
el cable izquierdo y dejar que el estado resultante evolucione en el tiempo
hasta t′ = 0. Crear un electrón dentro del conductor central en el nivel n y
proyectar el resultado en el estado inicial. La representación diagramática
de esta función de Green se muestra en la Fig. 3.9 y hace más claro por
qué en este contexto las funciones de Green también son conocidas como
propagadores9.
n
k Figura 3.9: Representa-
ción diagramática de la
función de Green definida
por la Ec. (3.28).
El cálculo de estos valores de expectación en el conjunto de los estados
exactos del Hamiltoniano completo {|Ψ〉} es difícil debido a que estos esta-
dos no se conocen. Si se les conociese, el problema sería sencillo. La idea de
la teoría de perturbaciones es que esta función de Green se puede calcular
utilizando los estados de H0. En lugar de una propagación directa desde
t→ 0, la evolución se produce teniendo en cuenta todos los posibles “even-
tos de dispersión” en tiempos intermedios t > t1, · · · , tn > 0. Estos “pro-
cesos de dispersión” están dados por H1. La evolución entre estos eventos
está determinada por el Hamiltoniano no perturbadoH0. Todos los posibles
procesos intermedios deben ser tenidos en cuenta.
Esto funciona en el siguiente sentido. Si no hay ningún evento de disper-
sión, la función de Green es
〈Ψ0|d†n(0) ← ckLσ(t)|Ψ0〉,
donde |Ψ0〉 es un estado propio de H0. Esto se puede representar como en la
Fig. 3.10.
7Aunque esto puede no ser necesariamente el caso de los sistemas interactuantes.
8El resultado que se encuentra es el mismo que el de la ecuación de movimiento.
9Todos los diagramas de esta tesis fueron realizados con el programa libre JaxoDraw
para graficar diagramas de Feynman compatibles con Latex [Binosi and Theussl, 2004]
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n
k Figura 3.10: Representa-
ción diagramática de la
función de Green no per-
turbada.
La función de Green exacta se puede calcular con la adición de todas
las posibilidades: un evento de dispersión, dos eventos de dispersión, etc.,
como se muestra en la Fig. 3.11.
n
k
+ + + + ...=
Figura 3.11: Repre-
sentación diagramáti-
ca del desarrollo per-
turbativo para la fun-
ción de Green.
Los eventos de dispersión descritos por H1 son saltos desde k → n y lo




y hay un teorema por Wick [Wick, 1950], que establece que si los operadores









son las definiciones de las funciones de Green no perturbadas para el con-
ductor central y los electrones de conducción, respectivamente. En princi-
pio, se las conoce. Estas funciones de Green no perturbadas se represen-
tan como flechas en la Fig. 3.12(a). Los propagadores del conductor central
〈Ψ0|d†n(0)dm(t1)|Ψ0〉 se representan con una flecha de línea continua y el pro-
pagador del electrón de conducción 〈Ψ0|c†k′νσ′(t1)ckLσ(t)|Ψ0〉 con una flecha
de línea a trazos.
Los “eventos de dispersión” examinados pueden ser representados co-
mo en la Fig. 3.12(b). Se pueden interpretar como procesos en los que un
electrón que ocupa un estado en el conductor central tunelea a la banda de
conducción. Este diagrama se llama vértice y es la base de la expansión dia-
gramática. Representa los procesos considerados por H1, en este caso por








Figura 3.12: (a) Funciones de
Green no perturbadas para los
electrones de conducción (flecha
discontinua) y para el conductor
central (flecha continua) en el con-
texto del Hamiltoniano de la Ec.
(3.25). (b) Representación diagra-
mática del “evento de dispersión”.
Un electrón es destruido en el con-
ductor central y creado en la banda
de conducción. Esto es llamado un
vértice y es la base de la expansión
diagramática. Corresponde al pro-
ceso descripto por HMIX en la Ec.
(3.25). El diagrama del vértice está
acompañado por una constante de
acoplamiento Vk′νσ′,n.
HMIX en la Ec. (3.25). Este vértice se acompaña con una constante de aco-
plamiento Vk′νσ′,n.
La expansión diagramática para la función de Green de la Ec. (3.28) usan-
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Figura 3.13: Expansión diagramática de la función de Green de la Ec. (3.28) representada
con una doble línea ondulada.
Debe tenerse en cuenta que todos los valores de expectación 〈Ψ0|d†n(0)ckLσ(t)|Ψ0〉,
calculados con estados propios deH0 son cero ya que los cables y el conduc-
tor están desconectados. Hay una estructura que se repite en la expansión
diagramática. Haciendo uso de este hecho, es posible expresar la serie per-
turbativa de una forma más compacta como se muestra en la Fig. 3.14.
En esta expresión, la expansión se oculta en el propagador de línea doble
que corresponde a la función de Green perturbada del conductor, es decir,
calculada con los estados de H0 + H1. Es el propagador vestido, es decir, el
propagador del conductor calculado en la presencia de los cables.
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=
n m kkn k
Figura 3.14: Ecuación de Dy-
son para la función de Green
de la Ec. (3.28). La función
de Green perturbada para el
conductor está representada por
una doble línea continua.
En resumen, esta expresión diagramática significa que la función de Green
que conecta los cables y el conductor central se puede calcular como un pro-
ducto en frecuencia (una convolución en el tiempo) de la función de Green
no perturbada de los electrones de conducción y la función de Green vesti-
da del conductor central. Esto está multiplicado por un factor Vk′νσ′,n ya que
sólo hay un vértice.
Perturbaciones fuera del equilibrio
Hay un punto muy importante que es digno de ser discutido. Las fun-
ciones de Green que se necesitan son funciones de Green de no equilibrio.
La extensión de la teoría de perturbaciones no es inmediata. La razón es
que fuera de equilibrio, el orden de los operadores en el tiempo no está bien
definido.
En equilibrio, la teoría de perturbaciones se apoya en el hecho que los
estados perturbados del sistema (estados |Ψ〉 de H = H0 + H1) pueden ser
relacionados con los estados no perturbados |Ψ0〉 si las perturbaciones se
encienden adiabáticamente [Mahan, 2000]. Esta evolución adiabática asume
que en tiempos muy anteriores → −∞, las perturbaciones están apagadas
y el sistema está en un estado |Ψ0〉. Durante la evolución temporal de este
estado hasta tiempo t′, las perturbaciones son encendidas adiabáticamente
y al final, el estado es un estado propio del Hamiltoniano total [Gellmann
and Low, 1951]. Esta evolución se realiza con un operador llamado S(t2, t1),
〈Ψ|d†n(t)ckLσ(t′)|Ψ〉 = 〈Ψ|d†n(t)ckLσ(t′)S(t′,−∞)|Ψ0〉.
En esta expresión, está implícito que t′ es anterior a t. La evolución en
los tiempos intermedios se puede hacer conH0 utilizando los operadores en
la representación de interacción (ver Sec. A.1 en el Apéndice A)
〈Ψ|d†n(t)ckLσ(t′)|Ψ〉 = 〈Ψ|d̂†n(t)S(t, t′)ĉkLσ(t′)S(t′,−∞)|Ψ0〉.
Si hay otra evolución desde t a tiempos posteriores muy grandes → ∞ en
los que las perturbaciones son apagadas nuevamente, a menos de una fase,





3.3. Un enfoque general para la corriente 
Si todos los operadores están ordenados apropiadamente, que puede garan-





la función de Green se puede encontrar mediante el desarrollo en serie de S
(ver Sec. A.4).
En este contexto de transporte (y fuera de equilibrio en general) el pa-
norama es completamente diferente. Si las perturbaciones se ecuentran apa-
gadas a tiempos muy anteriores→ −∞, esto significa que los reservorios y
el conductor central están inicialmente desconectados. No hay corriente.
Cuando las perturbaciones se encienden adiabáticamente, dado que hay un
desequilibrio de potencial químico, se establece una corriente. Este es un
proceso irreversible. Con la corriente fluyendo en el régimen estacionario,
el estado inicial no se puede recuperar con una evolución a t → ∞, incluso
si las perturbaciones vuelven a apagarse. Hay una “dirección en el tiempo”.
Para evitar este problema, el formalismo es un poco más complicado
porque la evolución en el tiempo se realiza en un contorno temporal (ver
Sec. A.6). Este contorno se muestra en la Fig. 3.15 y se llama contorno de
Keldysh [Keldysh, 1964].
Figura 3.15: (arriba) Contorno
de Keldysh. La evolución en
el tiempo se realiza siguien-
do una trayectoria curva. Des-
de −∞ → +∞ y luego de
vuelta. El estado inicial y fi-
nal son los mismos. (abajo) Los
operadores de creación y des-
trucción actúan a lo largo del
contorno dando lugar a cuatro
posibles funciones de Green de
no equilibrio llamadas ordenada














La evolución se hace desde −∞ → ∞ en la rama superior y luego de
vuelta en la rama inferior siguiendo una trayectoria curva. De esta manera,
la acción de los operadores puede ser claramente ordenada en el tiempo
usando un operador especial de ordenamiento temporal en el contorno TC
y además, el estado inicial y final son los mismos. Hay un único estado
de referencia, que está bien definido y corresponde a la situación antes de





10Esto permite trazar sobre estados conocidos y usar el teorema de Wick.
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donde SC(s1, s2) es el operador S definido en el contorno [Mahan, 2000].
Como se muestra en la Fig. 3.15, hay varios propagadores que se pueden
definir en el contorno. La función de Green menor es uno de ellos.
La expresión para la corriente
La expresión diagramática que se muestra en la Fig. 3.14 puede escribirse
como
GkLσ,n ∼ Gn,mgkLσ,
donde Gn,m es la función de Green vestida del conductor central y gkLσ es la
función de Green no perturbada de los electrones de conducción. Los dia-
gramas pueden ser traducidos al contorno como se muestra en la Fig. 3.16.
El vértice se puede colocar en la rama superior o en la rama inferior del con-












Figura 3.16: Desarrollo diagramático en el contorno Keldysh de la función de Green menor
definida por la Ec. (3.28).
Hay una propiedad muy útil probada por Langreth [Langreth, 1967] con
respecto a la componente menor de un producto de los operadores
G< = (AB)< = AaB< + A<Br,
donde Aa,r son las funciones de Green avanzadas y retardadas. Esto se apli-
ca directamente al diagrama en la Fig. 3.14,
G<kLσ,n ∼ (Gn,mgkLσ)< = Gan,mg<kLσ +G<n,mgrkLσ,
donde g<kLσ (g
r
kLσ) es la función de Green menor (retardada) no perturba-
da de los electrones de conducción en los reservorios; mientras que G<n,m
(Gan,m) es la función de Green menor (avanzada) vestida del conductor cen-
tral. Esta es una forma diferente de escribir una expresión analítica para los
diagramas de la Fig. 3.16 (ver Sec. A.7 en el Apéndice A para una forma
alternativa).
La otra función de Green menor que es necesaria para calcular la corrien-
te se puede obtener de forma análoga,
G<n,kLσ ∼ (gkLσGm,n)< = gakLσG<m,n + g<kLσGrm,n.
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−G<n,m [grkLσ − gakLσ]
)
.
Esta expresión se ve muy complicada, pero la información de los reser-
vorios y las propiedades del conductor central se han separado. La función
de Green menor está relacionada con la ocupación de un estado y las funcio-
nes de Green avanzadas y retardadas están relacionadas con la densidad de
estados. Para los electrones de conducción el cálculo tiene que ser realizado
con H0 y el resultado se puede expresar en términos de las propiedades de
los reservorios:
g<kLσ(ω) = 2πifL(ω)δ(ω − εk),
(grkLσ − gakLσ) (ω) = −2πiρkLσ(ω) = −2πiδ(ω − εk),
donde fL(ω) es la distribución de Fermi del reservorio izquierdo. Tenien-
do en cuenta que VkLnσV ∗kLmσ = VLnσ(ω)V
∗
Lσm(ω)δ(ω− εk), la suma sobre k se
puede realizar para dar la densidad de estados por espín en el cable izquier-



















Introduciendo la matriz de hibridación Γν que caracteriza el acopla-





















que es un resultado muy importante. Es la expresión para calcular la co-
rriente a través de una región interactuante. La corriente está determina-
da por las propiedades del conductor central contenida en las funciones de
Green Gr,a,<n,m , por las propiedades de los reservorios representadas por las
funciones de distribución de Fermi y por el acoplamiento a los reservorios
a través de la matriz Γν . Es muy importante que las funciones de Green del
conductor central son las vestidas. Tienen que ser computadas en la presen-
cia de los cables!
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No hay corriente en equilibrio
Si los potenciales electroquímicos son los mismos en el reservorio de la
izquierda y derecha, µL = µR = µeq no debe haber corriente. Se puede de-
mostrar que si fL(ω) = fR(ω) = feq(ω), G< = −feq (Gr −Ga) e I = 0.
Acoplamientos proporcionales
En muchos sistemas experimentales, los acoplamientos a los reservo-
rios izquierdo y derecho (a menudo llamados fuente y sumidero) son muy
similares 11. Si los acoplamientos son proporcionales ΓL(ω) = αΓR(ω), la
expresión para la corriente puede ser simplificada. De hecho, dado que
I = IL = −IR, la identidad I = xIL − (1 − x)IR vale para x arbitrario.
Con la elección apropiada de x = (1 + α)−1,


























dω [fL(ω)− fR(ω)]Tr {Γ(ω) [Gr −Ga] (ω)} . (3.33)
La traza es sobre los niveles de energía del conductor central (incluyendo el
índice de espín).
Esta expresión es muy útil ya que ahora la dependencia explícita sobre
la función de Green menor se ha ido. Las funciones de Green retardadas











dω [fL(ω)− fR(ω)]Tr {Γ(ω)ρ(ω)} . (3.34)
Otra expresión sencilla se puede derivar para acoplamientos propor-
















Tr {Γ(ω)ρeq(ω)} , (3.35)
11aunque no siempre es el caso. Véase, por ejemplo el Capítulo 5
3.3. Un enfoque general para la corriente 
donde ρeq(ω) es ahora la densidad de estados en equilibrio. A partir de esta












Tr {Γ(ω)ρeq(ω)} . (3.36)
En general, la conductancia a voltaje cero tiene que ser obtenida a partir de
la conductancia diferencial dI/dVbias evaluada en Vbias = 0.
Conductores no interactuantes
Como último comentario en esta introducción, cuando el conductor cen-
tral no es interactuante se puede demostrar que la expresión de la corriente
(Ec. (3.32)) se reduce a la fórmula de Landauer (ver Sec. A.8 para los deta-
lles).







En general, la función de Green satisface la ecuación Dyson

















Este último resultado se demuestra en la Sec. A.8. La auto-energía se puede
calcular con la teoría de perturbaciones. El caso no interactuante es bastante
fácil (ver Sec. A.3). La expansión diagramática se muestra en la Fig. 3.17.
= + + + . . .
Figura 3.17: Desarrollo diagramático en el caso no interactuante, sólo hay un acoplamiento
con la banda de conducción. Los diagramas representan procesos en los que un electrón salta
hacia la banda de conducción y vuelve. Los diferentes órdenes corresponden al número de
vértices.
Los procesos representados por los diagramas corresponden a los posi-
bles saltos de los electrones en los estados localizados del conductor a la
banda de conducción y lo opuesto. El orden de cada contribución en la ex-
pansión perturbativa está dado por el número de vértices. Sólo hay diagra-
mas con un número par de vértices y éstos están multiplicados por un factor
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= +
Figura 3.18: Ecuación de Dy-
son en el caso no interactuante.
V 2n. Como se muestra en la Fig. 3.18, es posible expresar la expansión dia-
gramática en forma de una ecuación de Dyson.
De la traducción de los diagramas es posible escribir la expresión analí-


















Para el cálculo de la corriente es útil tener en cuenta que ya que Gr −
Ga = G> −G<,

























dω(fL(ω)− fR(ω)) Tr(GaΓRGrΓL) , (3.37)
que es la misma que la Ec. (3.20).

























Un sistema de tres puntos
cuánticos como filtro de espín
4.1 Introducción
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4.5 El espectro de energía
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4.8 Discusión
Los primeros resultados que presento corresponden a las propiedades
de transporte de un sistema de tres puntos cuánticos en presencia de un
campo magnético. Sobre la base de una propuesta de Delgado et al. [2008],
hemos explorado una configuración que conduce a una corriente polarizada
en espín [Tosi and Aligia, 2011]. El campo magnético rompe la degeneración
de espín y con una ajuste apropiado de las energías locales de los puntos es
posible obtener polarización de espín. Usando el campo magnético como
una perilla, la conductancia se puede cambiar de alta a baja haciendo que
el dispositivo funcione como una válvula de espín. Esta es una interesante
aplicación para espintrónica (electrónica basada en el espín).
Por otra parte, a los fines de describir las propiedades de transporte, se
muestra que en cierto régimen de parámetros es posible realizar un mapeo
a un Hamiltoniano efectivo que describe las características relevantes a baja
energía. En este sentido, creo que este problema sirve como una buena in-
troducción para entender nuestro modelo presentado en el Capítulo 5 para
tratar la interferencia en sistemas fuertemente correlacionados.
 4. Un sistema de tres puntos cuánticos como filtro de espín
4.1. Introducción
Un punto cuántico (QD) es una estructura en la que los electrones están
confinados de forma tal que su espectro de energía se vuelve discreto. Es-
ta propiedad principal hace que sea una especie de átomo artificial [Reed,
1993] [Kastner, 1993] [Kouwenhoven and Marcus, 1998]. Las propiedades
de transporte de estos átomos artificiales formados en islas metálicas [Gra-
bert and Devoret, 1992] y semiconductores [Kouwenhoven et al., 1997] han
sido ampliamente estudiadas experimental y teóricamente. La mejora de las
capacidades de fabricación ha hecho posible el estudio experimental de sis-
temas formados por más de un QD. Por ejemplo, sistemas formados por dos
puntos cuánticos se han utilizado para estudiar moléculas artificiales donde
se puede acceder a diferentes regímenes controlando el acoplamiento mu-
tuo entre los puntos [Waugh et al., 1995] [van der Wiel et al., 2003] [Craig
et al., 2004] [Holleitner et al., 2002] [Jeong et al., 2001] [Chen et al., 2004].
También, arreglos de tres puntos cuánticos se han fabricado para estudiar el
diagrama de estabilidad [Gaudreau et al., 2006] y, recientemente, los efectos
de la frustración de carga [Seo et al., 2013].
Uno de los aspectos de los puntos cuánticos que se ha explorado en los
últimos años tiene que ver con el espín [Engel et al., 2004]. Además de la rea-
lización de la física de Kondo en puntos cuánticos acoplados a fuente y su-
midero [Goldhaber-Gordon et al., 1998b] [Cronenwett et al., 1998] [van der
Wiel et al., 2000], ha habido varios experimentos en busca de la manipu-
lación de los estados de espín en puntos cuánticos con la perspectiva pro-
metedora de usarlos para información cuántica [Petta et al., 2005] [Hanson
et al., 2007]. La coherencia de los estados de espín en puntos cuánticos con
una sola carga [Greilich et al., 2006a] [Greilich et al., 2006b] y la preparación
de estados cuánticos de espín [Atatüre et al., 2006] [Berezovsky et al., 2008]
han sido investigadas haciendo uso de óptica y, más recientemente, la mani-
pulación de espín se ha demostrado en un sistema de tres puntos cuánticos
[Gaudreau et al., 2012].
4.2. El sistema TQD
El sistema que se ha estudiado está formado por tres puntos cuánticos
dispuestos en un arreglo triangular como se muestra en la Fig. 4.1. Este sis-
tema puede ser realizado experimentalmente utilizando tensiones electros-
táticas en un gas de electrones bidimensional. Es posible obtener puntos
cuánticos de diferentes tamaños y controlar sus energías locales separada-
mente con gran precisión [Gaudreau et al., 2012].
Cada sitio del sistema tiene una energía Ei y los electrones pueden tune-
lear de un sitio a otro con una tasa tij/~. Además, debido al tamaño finito
de los puntos, la ocupación múltiple está castigada con un costo de energía
Coulombiana Ui para un dado sitio y Vij entre los sitios vecinos.
En presencia de un campo magnético B, hay dos efectos principales. Por
un lado, hay una corrección Zeeman a la energía que rompe la degeneración
4.3. Parámetros experimentales 
Figura 4.1: Esquema del sistema de tres puntos cuánticos con los parámetros relevantes:




g∗µBB. Por otro lado, el área A del arreglo triangular encierra un
flujo BA que afecta el movimiento orbital de los electrones. Esto puede ser
tomado en cuenta por una modificación de las amplitudes de tunneling tij
para incluir la fase acumulada por el potencial vector.




















donde d†iσ (diσ) es el operador de creación (destrucción) en el sitio i = 1, 2, 3,
niσ = d
†
iσdiσ es el operador número, y ρi = ni↓ + ni↑. Las energías de sitio en
la presencia del campo magnético externo B son Ei,σ = E0 +Ei− 12g
∗µBBσ,
donde E0 es controlada por la tensión de compuerta, g∗ es el factor giro-
magnético y σ = ±1. La amplitud de salto entre sitios modificada es t̃ij =
tije
i2πφij , donde φij (- φji) es de φ12 = φ23 = φ31 = −φ3 , con φ =
AB
φ0
, la fase en
unidades del cuanto de flujo φ0 = hce .
Los electrones llegan y salen del sistema a través de dos cables conecta-
dos a los sitios de 1 y 3, los cables izquierdo y derecho. Se describen como




















donde la amplitud de tunneling desde el cable izquierdo y derecho es tLD.
4.3. Parámetros experimentales
Todos los parámetros relevantes para este problema se puede poner en
unidades de la amplitud de salto entre puntos cuánticos tid. Un valor típico
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es tid ∼ 0.23 meV. De acuerdo con esto, las energías Coulombianas se fijaron
en U = 50tid y V = 10tid. El salto en la cadena se tomó como tL = 100tid.
La energía de los puntos puede ser sintonizada con los voltajes electrostáti-
cos (en general de una manera interdependiente complicada). Las energías
de los puntos se tomaron como E1 = 0 y E2 = V − U . El valor del fac-
tor giro-magnético utilizado fue g∗ = 0.44 y la distancia entre los puntos





[T] (en Tesla) y por lo tanto g∗µBB ≈ 0.14 φφ0 tid.
4.4. Los posibles estados
Consideramos un conjunto de parámetros con los que cada punto cuán-
tico tiene sólo un nivel de energía localizado disponible. Hay cuatro estados
posibles (vacío, espín arriba o abajo, doblemente ocupado) para cada nivel.
En principio, para los tres puntos hay 43 = 64 estados. En lugar de tratar
este gran problema, el caso a analizar es el que tiene un número total de
uno o dos electrones en el sistema. Para un electrón en total, hay 6 estados
posibles mientras que para dos electrones hay 6!
2!4!
= 15 estados.
Figura 4.2: Estados relevantes para dos electrones en el sistema de tres puntos cuánticos
con asimetría.
Por otra parte, con el fin de ilustrar el comportamiento del filtro de espín
en este sistema es suficiente considerar un sistema de tres puntos cuánticos
asimétrico en el que la energía del sitio 2 es mucho menor por lo que siem-
pre se ve favorecida con respecto a los otros sitios. Los estados pertinentes
de dos electrones (véase la Fig. 4.2) son las que presentan ocupación de los
sitios 2 y 1 o sitios 2 y 3, así como el estado con los dos electrones ocupan-
do el sitio 2 (los sitios restantes vacíos). Los estados de un electrón son las
proyecciones de espín para arriba y para abajo de un electrón en el sitio 2.
Estos estados pueden representarse como (n1, n2, n3), donde ni es el número
de electrones en sitio i. Los 11 estados relevantes son
A = (1, 1, 0) , B = (0, 1, 1) , C = (0, 2, 0) , D = (0, 1, 0) ,
ya que para A y B hay cuatro configuraciones de espín posibles (una que se
corresponde con una configuración singlete y tres del triplete).
Los estados posibles se pueden clasificar de acuerdo al espín total S 1.



















i↓di↑. El espín total S está dado por el valor propio S(S + 1) del operador











4.5. El espectro de energía 
Los estados de un electrón tienen S = 1/2. Los estados de dos electrones




























o estados triplete con S = 1
|S = 1, Sz = 1, a〉 = d†1↑d
†
2↑|0〉,













|S = 1, Sz = −1, a〉 = d†1↓d
†
2↓|0〉,
|S = 1, Sz = 1, b〉 = d†2↑d
†
3↑|0〉,













|S = 1, Sz = −1, b〉 = d†2↓d
†
3↓|0〉.
4.5. El espectro de energía
La clasificación de los posibles estados compatibles con un dado espín
total es muy útil ya que S2 es una cantidad conservada, es decir S es un
buen número cuántico. El Hamiltoniano de la Ec. (4.1) se divide en bloques.












donde EA = (E1 + E2 + 2E0 + V12), EC = (E3 + E2 + 2E0 + V23) y EB =
(2E2 + 2E0 +U). Si los sitios 1 y 3 son equivalentes, EA = EC . Introduciendo
φ = 2πφ
3
explícitamente en t̃ij y considerando tij = tji = tid, el Hamiltoniano
se puede escribir como una matriz simple
HS=0red =







que puede diagonalizarse para dar la energía más baja que se muestra como
función del flujo magnético en la Fig. 4.3 con una línea negra continua. En el
espacio S = 0, la energía es periódica en unidades del cuanto de flujo. En la
figura se muestra también la energía para el estado de un electrón con espín
para arriba con una línea roja discontinua.
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Figura 4.3: Espectro de energía en función del flujo magnético φ/φ0. La línea negra conti-
nua corresponde al estado de más baja energía en el espacio singlete, mientras que la línea a
trazos roja es la energía del estado con un electrón y la línea punteada azul es el estado de
energía más bajo del espacio triplete. Los puntos de interés son los puntos de cruce donde
estados con uno y dos electrones están degenerados. La configuración triplete no es relevante
hasta campos magnéticos muy altos.
El espacio triplete es más sencillo de resolver teniendo en cuenta que Sz
es también un buen número cuántico. Para cada una de las proyecciones
hay una matriz de 2× 2
HS=1,Szred =
(
EA − g∗µBBSz tide−iϕ
tide
iϕ EA − g∗µBBSz
)
, (4.5)
que puede diagonalizarse para dar los auto-energías
Etrip = (Ea − g∗µBBSz)± tid, (4.6)
donde la energía es menor con el signo menos y para Sz = 1. Esto también se
muestra en la Fig. 4.3 con una línea azul discontinua. La energía del estado
triplete es mucho mayor que la del estado de un electrón y la del single-
te. Estos estados se vuelven relevantes para campos magnéticos mayores,
BA ∼ 10φ0.
Como se muestra en la figura, hay cruces en energía entre los estados
fundamentales de un electrón y los dos electrones. En los puntos donde es-
tos estados están degenerados, no hay costo de energía para que los electro-
nes entren o salgan del sistema de puntos cuánticos. Como se discute más
adelante, hay un máximo de la transmisión en estos puntos.
4.6. El Hamiltoniano efectivo de baja energía
La región de parámetros más interesante para las propiedades de trans-
porte está cerca de los puntos de degeneración. Estos pueden ser sintoniza-
dos experimentalmente con voltajes de compuerta. Si el análisis se restringe
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a los niveles de baja energía, es posible hacer caso omiso de los otros niveles
y considerar un Hamiltoniano efectivo. Este modelo efectivo consiste en un
único punto cuántico (QD) ficticio, que puede estar vacío o con un electrón
de espín para arriba (ver Fig. 4.4).
Figura 4.4: Ilustración del mapeo cerca de los puntos
de degeneración. El sistema de tres puntos cuánticos se
mapea en un solo punto cuántico ficticio con un único
nivel de energía. Los dos estados relevantes: el estado
con dos electrones en una configuración singlete y el
estado con un electrón de espín para arriba se mapean
a un estado vacío y un estado ocupado de espín para
arriba, respectivamente.
El estado fundamental para dos electrones |2g〉 se mapea al estado va-
cío |0〉 del QD efectivo ficticio. Del mismo modo, el estado fundamental de
un electrón |1g〉 se mapea a d̃†|0〉. Por simplicidad, en la siguiente deriva-
ción se supone que |1g〉 tiene espín para arriba (este es el caso para B > 0).
De lo contrario espín para arriba y para abajo debe ser intercambiado en lo
que sigue. Introduciendo los operadores de hueco hj = eiϕjc
†
j↓ para los ca-
bles (con fases ϕj elegidas de tal manera que t̃LD resulte real y positivo), el



















Ed = E1g − E2g,
t̃LD = tLD|〈2g|d†1↓|1g〉|, (4.8)
y Eng es la energía de |ng〉. Como se ilustra en la Fig. 4.5, los electrones que
pueden saltar al sistema de tres puntos, pasando de |1g〉 a |2g〉, tienen el
espín opuesto a |1g〉. Así la conducción de espín hacia arriba es cero y la
corriente se polariza con espín hacia abajo.
4.7. Propiedades de transporte
Como se muestra en la Fig. 4.6, el problema se ha reducido al mode-
lo analizado en el Capítulo 3, con los cables descritos por cadenas semi-
infinitas.
En el límite de respuesta lineal, válido cuando los acoplamientos a iz-













 4. Un sistema de tres puntos cuánticos como filtro de espín
Figura 4.5: Polarización de la corriente: como se discute en el texto, el electrón que entra
en el sistema de tres puntos cuánticos debe tener espín opuesto con respecto al electrón que
ocupa el sitio 2 con el fin de permanecer en el estado de baja energía.
Figura 4.6: Los cables que están conectados al punto cuántico ficticio efectivo pueden ser
descriptos con un modelo de enlace fuerte como cadenas semi-infinitas.
donde ρσd(ω) es la densidad local de estados del nivel localizado en el mo-





es el acoplamiento efectivo con Γiσ(ω) = 2π(t̃i)2ρiσ(ω) y t̃1 = t̃−1 = t̃LD. En














En esta imagen efectiva, hay un nivel localizado hibridado con los electrones
de conducción de los cables. El efecto de esta hibridación es que el nivel
localizado adquiere un tiempo de vida finito. El ancho del nivel de energía
en resonancia es ∆σ(ω) = π
∑
i(t̃i)














]2 ∆σ(ω) = ∆σ(ω)2 ,
dado que t̃1 = t̃−1.
En el régimen de respuesta lineal, esto puede ser evaluada en el nivel de
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y la tarea restante es calcular la densidad de estados del nivel localizado.
Esto se puede hacer usando la ecuación de movimiento para la función de
Green [Tosi and Aligia, 2011] o mediante la construcción de una ecuación









(ω − Ed)ω − 4t̃2LD
]2
+ (ω − Ed)2 [4t2L − ω2]
} , (4.10)
y está graficada en la Fig. 4.7 para diferentes valores de la amplitud de salto
tL y para Ed = 0, lo que corresponde a los puntos de degeneración.






















Figura 4.7: Densidad de estados ρσd en función de la energía para dos valores de la amplitud
de tunneling tL.




(∆(0) ∼ 0.1 tid ) para ω ∼ 0. Es por ello que, para mayor tL o me-
nor acoplamiento tLD, la resonancia se hace más estrecha.
De la Ec. (4.9), es evidente que a bajas temperaturas la conductancia en
el régimen respuesta lineal imita a la densidad de estados. En la Fig. 4.8, la
conductancia como función del flujo magnético se muestra para diferentes
temperaturas y dos valores del acoplamiento tLD.
Para este modelo efectivo, sólo hay un espín que contribuye a la corrien-






Por lo tanto, G(T = 0) = e
2
h
= G0, es decir, la mitad del cuanto de conduc-
tancia.
Cada vez que hay un cruce de niveles a medida que el flujo es variado,
Ed = 0 y puesto que el nivel de Fermi se fija también en cero, hay un má-
ximo de la conductancia. Los picos de conductancia son más anchos para
acoplamientos más grandes y el valor es cercano al máximo posible cerca de
T = 0. Puesto que la corriente de espín para arriba está prohibida, el resul-
tado es una corriente de espín polarizada hacia abajo que se puede activar
 4. Un sistema de tres puntos cuánticos como filtro de espín















































 = 2.0 
Figura 4.8: Conductancia en función del flujo magnético φ/φ0 (a) para tLD = 2 y (b)
tLD = 4, para diferentes temperaturas; y (c) a temperaturas muy bajas para tLD = 4
(curva negra) y tLD = 2 (curva discontinua roja).
o desactivar con flujo magnético. Esto es un filtro de espín sintonizable. Si
el campo magnético se invierte, la corriente puede estar polarizada con el
espín opuesto.
En la Ref. [Tosi and Aligia, 2011] hemos explorado también la posibili-
dad de tener un filtro de espín en la presencia de interacción espín-órbita.
Esto puede ser relevante con los avances en la fabricación sobre gases de
electrones bidimensionales en InAs.
4.8. Discusión 
4.8. Discusión
El modelo efectivo utilizado aquí para calcular las propiedades de trans-
porte es válido una vez que el desdoblamiento Zeeman del nivel de un elec-
trón es mayor que el ancho ∆(0). Si este no es el caso, ambos estados es-
tán cuasi-degenerados y este enfoque no es válido. De hecho, en este siste-
ma interactuante (presenta una repulsión Coulombiana entre los electrones)
hay correlaciones fuertes cuando se mantiene la degeneración de espín. Esto
puede dar lugar a efectos muy interesantes, como el efecto Kondo.
En el siguiente capítulo, se presenta un modelo para el tratamiento de
un sistema interactuante, donde hay dos estados relevantes para el trans-
porte que están degenerados en espín y muy cerca en energía. Esto es, en
el mismo sentido que aquí, un modelo efectivo. Puede ser muy útil para
describir las propiedades de transporte de sistemas complejos que exhiben
efectos de interferencia. Además, con nuestro modelo se abre la posibilidad
de estudiar la interrelación entre la interferencia cuántica y el efecto Kondo
en sistemas mesoscópicos.
CAPÍTULO 5
Un modelo para la interferencia en
sistemas fuertemente
correlacionados
“ “In two slit interference, quantum mechanics cannot determine which slit the
electron went through”. This statement reflects not the poverty of quantum
mechanics, but its richness. In classical mechanics, an electron must have a position
-it must pass through one slit or the other. In quantum mechanics an electron might
have a position, but there is an infinitely rich variety of other possibilities as well."
Dan Styer.
5.1 Introducción
5.2 Un modelo efectivo para la interferencia
5.3 Propiedades de transporte
5.4 Encontrando las funciones de Green
5.5 Conservación de la corriente
Desde la perspectiva que se presenta en esta tesis la descripción de las
propiedades de transporte en sistemas mesoscópicos comienza con la iden-
tificación de los diferentes ingredientes. Hay reservorios de electrones que
proporcionan portadores apropiadamente termalizados con un potencial
electroquímico bien definido. Estos viajan por cables que pueden ser vistos
como guías de ondas de electrones con modos transversales disponibles. Es-
tos reservorios y cables pueden ser descriptos como las bandas en un metal
o en una versión discretizada utilizando un modelo de enlace fuerte (como
las cadenas semi-infinitas en el Capítulo 4). Los cables conectan los reservo-
rios con un conductor central cuyas propiedades determinan las principales
características en el transporte.
Es muy importante tener en cuenta que en un sistema general, la geo-
metría de la conexión entre el conductor central y los cables juega un papel
muy importante. En el sistema de tres puntos cuánticos descripto en el Ca-
pítulo 4 por ejemplo, la configuración particular propuesta permitió obtener
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una corriente polarizada en espín. Para hacer este punto más claro el con-
ductor central puede ser una estructura artificial formada por un conjunto
de puntos cuánticos o una molécula real. Los cables de fuente y sumidero
se conectan a algunos de los sitios (o átomos) de estas estructuras definien-
do una cierta geometría. La tasa a la cual los electrones tunelean entrando
y saliendo del conductor depende esencialmente de la superposición entre
la función de onda del estado localizado en el conductor central y de los
estados de conducción en los cables.
5.1. Introducción
Para el conductor central, las funciones de onda son, en general, funcio-
nes de onda de muchos cuerpos que pueden ser muy difíciles de calcular
exactamente y que dependen de los detalles particulares (energías locales,
interacción electrón-electrón, incluso de la presencia de cables). Sin embar-
go, estamos interesados en los casos en que hay alguna simetría de la es-
tructura (un arreglo triangular o una molécula en forma de anillo, como los
anulenos) que es heredada por estos estados de muchos cuerpos. El punto
interesante es preguntarse cuál es el efecto de la simetría de las funciones
de onda en el transporte dada la geometría definida por la conexión.
En una imagen simple, la interferencia cuántica en el transporte puede
ser entendida como una consecuencia de las diferentes rutas posibles que
pueden tomar los electrones para ir desde la fuente al sumidero, es decir,
para viajar conectando estos dos puntos. De acuerdo con la simetría del
sistema, cada uno de los caminos puede acumular una fase diferente y el
módulo al cuadrado de la suma de las amplitudes da lugar a interferencia.
Esto significa un aumento o disminución de la corriente.
En un conductor complejo los fenómenos de interferencia cuántica se
pueden entender de una manera similar teniendo en cuenta la simetría de
las funciones de onda y de la geometría de conexión. La idea es que los po-
sibles caminos ahora son los estados de muchos cuerpos que pueden ser
ocupados por electrones de conducción que tunelean en el conductor a una
cierta energía. Estos “caminos cuánticos de muchos cuerpos” pueden estar
degenerados o muy cercanos en energía y tienen una simetría compatible
con la de la estructura. Para fijar la idea, puede ser una estructura en for-
ma de anillo, donde los estados de muchos cuerpos están etiquetados por
el vector de onda de Bloch | ±K〉 que es compatible con la simetría de tras-
lación en el anillo. El análogo de las amplitudes para cada uno de estos
estados son las amplitudes de tunneling de los cables a fuente y sumidero.
Puesto que éstas dependen de la superposición de las funciones de onda
de muchos cuerpos, pueden producirse fenómenos de interferencia cuando
hay diferencias de fase entre estos acoplamientos.
En el problema estudiado en el Capítulo 4 enfaticé que hay puntos en el
espectro de energía del conductor, donde los estados fundamentales con N
y N ± 1 electrones se vuelven degenerados. Cerca de estos puntos, el costo
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Figura 5.1: Esquema de los parámetros relevantes de nuestro modelo para el tratamiento
de problemas de interferencia en sistemas mesoscópicos interactuantes. Hay dos dobletes
con energías E1 y E2 que se acoplan a izquierda y derecha de tal manera que uno de los
coeficientes de acoplamiento es complejo. La fase φ está relacionada con la simetría de los
estados localizados y con la geometría de la conexión. Puede ser pensada como la “diferencia
de fase” entre los dos caminos.
de energía de los electrones de conducción para entrar y salir del sistema es
mínimo y el transporte es favorable. Por lo tanto, los regímenes más intere-
santes en cuanto a las propiedades de transporte son cerca de estos puntos.
Dentro de cierta región de parámetros es posible hacer caso omiso de otros
niveles de energía y conservar las características esenciales del transpor-
te con un Hamiltoniano efectivo. Este Hamiltoniano efectivo es apropiado
para tratar la física de baja energía.
Con el fin de describir los fenómenos de interferencia consideramos un
caso en que un estado con N electrones se vuelve casi degenerado con dos
estados con N ±1 electrones. Consideramos N par y proponemos un mode-
lo efectivo para la física de baja energía con dos dobletes que pueden tener
diferentes acoplamientos a fuente y sumidero. En el caso más general, estos
acoplamientos son números complejos. Al hacer ciertas transformaciones
de calibre, tres de ellos se pueden hacer reales. Hay una fase compleja que
da cuenta de la posible diferencia de fase entre los “caminos de muchos
cuerpos”. El modelo es adecuado para describir los efectos de interferencia
en sistemas muy generales. Además, dado que los estados localizados de-
generados son dobletes y considerando sólo un electrón (o hueco) extra en
el sistema (que es como tener una repulsión de Coulomb infinita), el modelo
puede también describir los efectos de las correlaciones fuertes y es posible
estudiar la interrelación entre la interferencia cuántica y el efecto Kondo.
5.2. Un modelo efectivo para la interferencia
Nuestro modelo efectivo, al que llamamos el modelo de Aligia es un mo-
delo de Anderson generalizado. Conserva los ingredientes esenciales para
dar cuenta de la interferencia y también para describir el efecto de la fuerte
interacción de Coulomb en sistemas nanoscópicos.
Como se explica en la introducción, el modelo describe la física de baja
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energía cerca de un punto de degeneración donde un estado con N elec-
trones se vuelve degenerado con dos estados que difieren en un electrón
(N ± 1). El nivel de N electrones, con N par, se considera un singlete con
energía Es y los estados de N ± 1 electrones son dos dobletes con energía Ei
(i = 1, 2). Esto se muestra en la Fig. 5.1.

















donde el singlete |0〉 y los dos dobletes |iσ〉 (i = 1, 2, σ =↑ o ↓) denotan los
estados localizados, c†νkσ crea estados de conducción en el cable a la izquier-
da (ν = L) o derecha (ν = R), y V iν describe los elementos de salto entre los
cables y los dos dobletes, asumidos independientes de k.
Figura 5.2: Los estados de muchos cuerpos se identifican de acuerdo a su simetría con
K1 y K2. Los electrodos a la izquierda y derecha están conectados de tal manera que una
diferencia de fase puede aparecer en el transporte.
Se debe recordar que este modelo efectivo tiene que ser conectado con
los parámetros pertinentes del sistema “real”. Por una transformación de
calibre, tres de los cuatro V iν se pueden hacer reales y positivos. Si el sistema
es un anillo con los cables ν conectados en los sitios jν , el salto efectivo
restante puede ser elegido como V 2R = |V 2R|e−iφ, donde φ = (jR−jL)(K2−K1)
y Ki es el vector de onda de |iσ〉. Esto se ilustra en la Fig. 5.2. La magnitud
de los elementos de salto está dada por




donde tν es el salto de entre el sitio jν y el cable ν y d
†
jσ crea un electrón (o
un hueco en función del signo de la tensión de compuerta) en el sitio de j.
Este modelo describe el transporte cerca de un punto en el que un elec-
trón puede entrar o salir del sistema con un coste mínimo de energía ocu-
pando dos estados de muchos cuerpos con una simetría que hace que sus
5. Un modelo para la interferencia en sistemas fuertemente correlacionados
acoplamientos a los cables tengan diferente fase. Eso significa que, en el
contexto del modelo efectivo hay sólo un electrón (o hueco). Esta es una
observación muy importante, ya que significa que el modelo efectivo es un
modelo de Anderson generalizado con repulsión de Coulomb infinita. Esto
prohíbe tener más de un electrón a la vez en el sistema. Este punto debe te-
nerse en cuenta porque si más de un electrón está implicado en el transporte
en algún régimen 1, este modelo efectivo no es válido.
5.3. Propiedades de transporte
El Hamiltoniano de la Ec. (5.1) es un caso particular del modelo que se
analiza en el Capítulo 3 para describir las propiedades de transporte (ver






iσdiσ + Coulomb interaction,
donde sin pérdida de generalidad Es = 0. La expresión general para la co-
rriente a través de regiones interactuantes que se puede emplear para vol-
tajes y temperatura finitos está dada en términos de las funciones de Green













(ΓL − ΓR)G<d (ω)
}]
, (5.2)
donde fL (fR) es la función de distribución de Fermi para el cable izquierdo






ν δ(ω − εk,ν,σ),
y las funciones de Green se definen como
















El cálculo de estas funciones de Green para un sistema interactuante en
presencia del acoplamiento con los electrones de conducción es una tarea
formidable. Una complicación adicional es el hecho de que este cálculo debe
realizarse fuera de equilibrio para voltaje arbitrario. Calculamos estas fun-
ciones de Green con una aproximación diagramática llamada aproximación
1Este sería el caso cuando la hibridación es del orden de la repulsión de Coulomb
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non-crossing (NCA) y algunos puntos importantes se discuten en la siguiente
sección.
Es digno de notar que dado que los acoplamientos V iν son independien-














donde la densidad de estados para los electrones de conducción se toma
constante desde−D aD, conD la mitad de la ancho de banda. Incluso si hay
simetría entre derecha-izquierda en los acoplamientos, |V iL| = |V iR| = |V i|, la
fase compleja V 2R = V2e




















no sean proporcionales 2. No es posible hacer desaparecer la función de
Green menor (ver Sec. 3.3) y el cálculo en respuesta lineal no es válido. En
este modelo efectivo, las propiedades de transporte tienen que calcularse
con la expresión general de la Ec. (5.2). La conductancia diferencial puede
obtenerse a través de la diferenciación numérica de la corriente obtenida a
diferentes voltajes.
Teniendo en cuenta que Gr−Ga = G>−G<, la corriente se puede expre-













(ΓL(1− fL(ω))− ΓR(1− fR(ω)))G<d (ω)
}]
,
que es muy útil para los cálculos.
5.4. Encontrando las funciones de Green
Este es un punto relativamente técnico pero de fundamental importan-
cia. Con el fin de encontrar las funciones de Green menores y mayores, es
necesario calcular los valores de expectación








para el Hamiltoniano de la Ec. (5.1) con repulsión de Coulomb infinita y
en presencia de los cables. Esto se puede hacer con la aproximación non-
crossing (NCA). La NCA es una aproximación diagramática que incluye dia-
gramas de todos los órdenes en perturbaciones en la hibridación. El núcleo
2ΓLσ = λΓ
R
σ si φ = 0
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de la NCA es un conjunto de ecuaciones de Dyson que tienen que ser re-
sueltas auto-consistentemente. En comparación con otras técnicas numéri-
cas (tales como el grupo de renormalización numérica (NRG)), esta apro-
ximación diagramática se puede extender para tratar muchos niveles y es
adecuada para cálculos fuera de equilibrio. La NCA ha demostrado descri-
bir muy bien el efecto Kondo y dar la escala de energía, la temperatura Kon-
do TK , correcta. Se puede utilizar a temperaturas bajas de hasta 0.1TK y la
precisión mejora con una mayor degeneración. Se ha demostrado que coin-
cide con el NRG en varias décadas de temperatura y describe correctamente
las leyes de escala de las propiedades de transporte fuera de equilibrio.
Creo que la NCA es una herramienta muy útil para calcular las propie-
dades de transporte. Hemos realizado varias pruebas en diferentes condi-
ciones y se encontró muy buen acuerdo con otras técnicas. En particular, los
cálculos que resultaron posibles con la NCA ciertamente no son accesibles
a otras técnicas más robustas. La razón es que la mayoría de ellas fueron
concebidas para resolver el problema de Kondo de impurezas magnéticas
en metales, que es un problema de equilibrio. En el escenario de transpor-
te a través de puntos cuánticos modelados con el modelo de Anderson, el
uso de algunas de estas técnicas se basa en asumir la validez de un enfoque
de respuesta lineal. En este caso, la conductancia se puede calcular con la
densidad de estados de la impureza en equilibrio. Para los problemas que
hemos analizado, la NCA es realmente una buena opción, y hemos encon-
trado que incluso las características a voltaje finito están bien reproducidas
por la NCA mientras que pueden ser pasadas por alto con otras técnicas.
He decidido incluir los detalles de la aproximación en los apéndices al
final. En la Sec. A.5 del Apéndice A se presenta una derivación diagramá-
tica de las ecuaciones de la NCA. Los detalles técnicos y las expresiones
analíticas se demuestran en el Apéndice B. La extensión de la aproximación
non-crossing fuera de equilibrio se explica en el Apéndice C. La extensión de
la NCA para el modelo Aligia se presenta aquí.
Representación en partículas auxiliares
El primer paso para construir la NCA es introducir partículas auxiliares
que representan las posibles ocupaciones del conductor central. De acuer-
do con el modelo efectivo, es suficiente considerar el estado vacío |0〉 y
cuatro estados |iσ〉. Esto corresponde a U → ∞ del modelo de Anderson
(que prohíbe la doble ocupación). Las partículas auxiliares se introducen de
acuerdo a la identificación {
|0〉 → b†|vac〉
|iσ〉 → f †iσ|vac〉
donde f †iσ crea un pseudo-fermión y b
† es el operador del bosón vacío. En
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que se fija a uno Q = 1 con el fin de restringir las posibles ocupaciones al
espacio de Hilbert físico. Esta restricción es muy importante y puede ser to-
mada en cuenta con un multiplicador de Lagrange,K = H+λQ. La NCA es
una técnica diagramática que puede ser construida a partir de una expan-
sión perturbativa en el acoplamiento V . Para ello, el Hamiltoniano se separa
como K = K0 +K1, con

















La función de Green física
La función de Green física se puede expresar en la representación de
partículas auxiliares. Una vez hecho esto, el problema es el cálculo de las
funciones de Green de las partículas auxiliares. Insertando la representación
del operador físico en la definición de la función de Green,







donde la última factorización es válida dentro de la NCA. Introduciendo las
funciones de Green de las partículas auxiliares








D<(t− t′) = −i〈b†(t′)b(t)〉,
D>(t− t′) = −i〈b(t)b†(t′)〉,
las funciones de Green físicas resultan
G<dij,σ(t− t′)
NCA
= iG<ij,σ(t− t′)D>(t′ − t),
G>ij,σ(t− t′)
NCA
= iD<(t′ − t)G>ij,σ(t− t′).
El problema es ahora calcular G>ij,σ, G
<
ij,σ, D
> y D<. Una vez que están
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El esquema auto-consistente en NCA
El esquema de cálculo en NCA es el siguiente: A una temperatura y vol-
taje dado
1ro Se realiza una propuesta inicial de G≶ii,σ y D
≶. Estas se utilizan para el
cálculo de las auto-energías del pseudo-fermión Σ≶ii,σ y para el bosón
de Π≶.
2do Se realiza una transformación para obtener las auto-energías retarda-
das y avanzadas Σr,aii,σ y Π
r,a a partir de la mayor.
3ro Las funciones de Green retardadas y avanzadas para las partículas au-
xiliares Gr,aij,σ y D
r,a, se pueden obtener a partir de las ecuaciones de
Dyson.
4to Usando las funciones de Green avanzadas y retardadas junto con las
auto-energías mayores y menores, G≶ij,σ pueden ser recalculadas para
iniciar el proceso de nuevo hasta que haya convergencia.
1ro- Las auto-energías menores y mayores
Como se explica en el Apéndice C la expansión diagramática fuera de
equilibrio para las funciones de Green conduce a los diagramas de auto-
energía menor que se muestran en la Fig. 5.3. Corresponden a los pseudo-





Figura 5.3: Auto-energías que corrigen al pseudo-fermión (izquierda) y al bosón esclavo
(derecha) en la aproximación non-crossing.
La auto-consistencia de la NCA viene del hecho de que la función de
Green de bosón vestido es necesaria para calcular la auto-energía del pseudo-
fermión y también la función de Green del pseudo-fermión vestido entra en
la auto-energía del bosón esclavo. Este es un punto clave: en la auto-energía
del bosón, el índice interno i para el nivel y σ para el espín están suma-
dos, así que toda la información de los pseudo-fermiones (y por tanto las
posibles ocupaciones) están tenidas en cuenta. El bosón esclavo actúa co-
mo un portador de información, una partícula mediadora entre los estados
posibles. Es así como surgen los efectos de interferencia considerados en el
modelo dentro de NCA.
5.4. Encontrando las funciones de Green 























Las auto-energías mayores se pueden obtener intercambiando<→>. Una
de las características de la NCA es que no hay correcciones a los electrones
de conducción. Por lo tanto, las funciones de Green mayores y menores que
son necesarias, son las desnudas. Estas están relacionadas con las propieda-
des de los reservorios:
g>kk,νσ(ω) = −2πi(1− fν(ω))δ(ω − εkνσ)
g<kk,νσ(ω) = 2πifν(ω)δ(ω − εkνσ).



































2do- Las auto-energías retardadas y avanzadas















ω − ω′ + iη
,
donde η → 0+. Esto se basa en el hecho de que, debido a la restricción de
Q = 1, la contribución de la mayor es la única que importa (la contribución
de la menor se hace cero en el subespacio de Q = 1).
3ro- Funciones de Green retardadas y avanzadas
Las funciones de Green retardadas y avanzadas satisfacen la ecuación de
Dyson matricial,
Gr,a = gr,a + gr,aΣr,aGr,a,
5. Un modelo para la interferencia en sistemas fuertemente correlacionados
donde trabajando explícitamente esta expresión y usando las funciones de
















(ω − E1 − λ− Σr11,σ),
donde D = (ω−E1−λ−Σr11,σ)(ω−E2−λ−Σr22,σ)−Σr12,σΣr21,σ. La ecuación
para las funciones de Green avanzadas son las mismas cambiando r → a.
Para el bosón es más sencillo ya que no hay una estructura de matriz,
Dr,a(ω) =
1
ω − E0 − λ− Πr,a
,
donde E0 = 0.
4to- Las relaciones constitutivas
Los funciones de Green de no-equilibrio menores y mayores satisfacen
la ecuación de Dyson
G< = g< + (gΣG)<,
donde la componente menor del producto de matrices se puede determinar
explícitamente gracias al teorema de Langreth,
G< = g< + g<ΣaGa + grΣ<Ga + grΣrG<.
Se puede demostrar que en el régimen estacionario, donde toda la informa-
ción acerca de la ocupación antes de conectar a los cables se pierde 3,
G≶ = GrΣ≶Ga,
D≶ = DrΠ≶Da,
Así, el bucle está cerrado y puede repetirse hasta que haya convergencia.
La proyección sobre el subespacio físico Q = 1
Las funciones de Green que se determinan de este modo dependen de λ.
En el Apéndice B se discute el proceso mediante el cual se puede proyectar
sobre el subespacio con el número correcto de partículas auxiliares Q = 1.
Para esto es preciso tomar el límite λ → ∞. Nosotros elegimos tomar este
límite como se discute en la Ref. Kroha and Wölfle [1998] que permite una
gran presición a temperaturas bajas.
3Ver demostración en el Apéndice C
5.5. Conservación de la corriente 
5.5. Conservación de la corriente
Aquí presento una demostración de que la corriente establecida en el ca-
ble izquierdo, entre el reservorio y la región central, IL es la misma que la
corriente que fluye desde esta región al reservorio de la derecha IR dentro
de la NCA. Por simplicidad asumimos que no hay ningún campo magné-
tico aplicado. La demostración se puede extender fácilmente para el caso











dω Tr{ΓL[fL(ω)G>d (ω) + (1− fL(ω))G<d (ω)], (5.5)
donde las funciones de Green físicas pueden ser reemplazados por sus ex-
presiones en términos de las funciones de Green para las partículas auxi-
liares. Denotando G las matrices de 2 × 2 con las funciones de Green de













































Usando la expresión para la auto-energía bosónica y después de un poco de
álgebra, la diferencia entre ambas expresiones se convierte en







donde es fácil ver que se hace cero usando D≶ = DrΠ≶Da.
CAPÍTULO 6
Explorando el Kondo SU(2) y
SU(4)
6.1 El efecto Kondo SU(2).
6.2 El efecto Kondo SU(4).
6.3 SU(4) con rotura de simetría.
6.4 Derivación variacional de la temperatura de Kondo.
El último capítulo presenté nuestro modelo efectivo que tiene como ob-
jetivo describir las propiedades de transporte de los sistemas nanoscópicos
que muestran efectos de interferencia. El modelo Aligia es una generaliza-
ción del modelo de Anderson considerando dos dobletes acoplados a un
par de cables fuente-sumidero, donde uno de los acoplamientos es comple-
jo. La fase tiene en cuenta la posible simetría diferente de los dos estados de
muchos cuerpos descriptos en este modelo efectivo de baja energía y en este
sentido es similar a la diferencia de fase entre los posibles caminos en una
descripción Feynmaniana.
El modelo de Anderson se introdujo originalmente para describir un
problema diferente: el efecto de las impurezas magnéticas con orbitales lo-
calizados d o f en un metal [Anderson, 1961] [Hewson and Meyer, 2002]. A
pesar de su propósito original, este modelo ha sido muy exitoso para des-
cribir los problemas de transporte en sistemas donde el confinamiento de
electrones da lugar a niveles de energía discretos [Meir and Wingreen, 1991]
[Meir et al., 1993]. En estos sistemas los electrones de los cables son como
los electrones de conducción en el metal, los niveles localizados son como
los orbitales en la impureza magnética y la repulsión de Coulomb resul-
tante del tamaño finito de la región confinada es como la interacción entre
los electrones que tratan de ocupar el mismo orbital. El primer efecto de la
hibridación entre los niveles localizados y los electrones de conducción es
que los estados localizados adquieren una vida media finita. Los electrones
pueden salir de la impureza hacia la banda de conducción vaciando el esta-
do localizado. El problema de un solo nivel que se hibrida con un continuo
de estados es el problema del nivel resonante discutido en la Sec. A.3 del
Apéndice A. La inversa de la vida media es el ancho del nivel resonante ∆,
dado por ∆ = πρ0V 2, donde V es la amplitud del acoplamiento y ρ0 es la
densidad de estados de los electrones de conducción en el nivel de Fermi.

Hay un segundo efecto más atractivo que tiene que ver con los grados
de libertad internos del nivel localizado. En el caso de un nivel localizado
que tiene degeneración de espín, cuando su energía Ed está muy por de-
bajo del nivel de Fermi de los cables EF , éste puede ser ocupado por un
electrón con espín hacia arriba o hacia abajo. Si la repulsión de Coulomb U
es lo suficientemente fuerte, sólo hay un electrón. Este régimen en el que
EF − Ed  ∆ y Ed + U − EF  ∆, donde 〈nd〉 ∼ 1 es el régimen de Kondo.
A pesar del costo de energía, hay procesos virtuales en los que el electrón
en el nivel localizado tunelea a la banda de conducción y otro electrón ocu-
pa el vacío dejado haciéndolo eventualmente con un espín diferente. Como
resultado de este proceso, hay una inversión de espín. Estos procesos de in-
versión de espín producen correlaciones entre los electrones localizados y
los electrones de conducción. A bajas temperaturas, en virtud de todos los
posibles procesos de inversión de espín, el sistema gana energía por la for-
mación de un estado de muchos cuerpos singlete. Este es el efecto Kondo.
El estado formado por debajo de una temperatura característica llamada la
temperatura de Kondo TK entrelaza a los electrones de conducción (sobre
todo aquellos con energías cercanas al nivel de Fermi) y los electrones loca-
lizados. Dado que el espín localizado está la mitad del tiempo hacia arriba
y la mitad del tiempo hacia abajo, el magnetismo se ve apantallado por los
electrones de conducción. Como consecuencia de la probabilidad finita de
encontrar el electrón localizado en el nivel de Fermi, la manifestación del
efecto Kondo es un aumento en la densidad de estados de la impureza en el
nivel de Fermi. El pico observado se llama la resonancia Kondo. La ancho
de la resonancia está relacionado con TK .
En las propiedades de transporte de los metales el efecto de las impu-
rezas magnéticas es aumentar la resistividad por debajo de la temperatura
de Kondo [Kondo, 1964]. La correlación entre los electrones localizados y
los de conducción es un mecanismo de dispersión muy efectivo por deba-
jo de TK . Contrariamente, en los sistemas nanoscópicos el aumento de la
densidad local de estados tiene consecuencias muy interesantes [Ng and
Lee, 1988] [Glazman and Raikh, 1988] [Meir et al., 1993]. Puesto que la co-
rriente a bajas temperaturas y voltajes es casi proporcional a la densidad de
estados en el nivel de Fermi, el desarrollo de la resonancia Kondo se ob-
serva como un aumento de la conductancia hasta el límite ideal 2e2/h. En
el estado entrelazado, los electrones cerca del nivel de Fermi en el cable de
la fuente pueden pasar a través del nivel localizado al cable del sumidero
aún fuera de la condición de resonancia por medio de un proceso virtual
de inversión de espín. Después de las realizaciones experimentales del efec-
to Kondo en puntos cuánticos semiconductores [Goldhaber-Gordon et al.,
1998b] [Goldhaber-Gordon et al., 1998a] [Cronenwett et al., 1998] [van der
Wiel et al., 2000], Kouwenhoven y Glazman llamaron a la ocurrencia de este
efecto en el transporte mesoscópico “el renacimiento del efecto Kondo”. Y
de hecho se ha observado en una gran cantidad de sistemas diferentes.
Nuestro modelo es una generalización del modelo de Anderson para in-
cluir dos dobletes. Como se discutió en el Capítulo 5, estos representan de
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forma efectiva dos niveles de muchos cuerpos localizados con N ± 1 elec-
trones que están casi degenerados con un nivel singlete con N electrones. El
acoplamiento complejo de uno de estos niveles a los cables tiene en cuenta
la posible diferencia de fase en el transporte a través de ambos estados y
permite describir fenómenos de interferencia. En esta imagen efectiva sólo
hay un electrón (o hueco) a la vez en el sistema, que es como una repulsión
de Coulomb infinita en el modelo de Anderson. Por lo tanto, como conse-
cuencia de las correlaciones fuertes nuestro modelo de interferencia también
es adecuado para tener en cuenta el efecto Kondo. Por otra parte, además
del espín también hay un grado de libertad orbital: un electrón puede tu-
nelear de los cables con espín hacia arriba o hacia abajo y ocupar un nivel u
otro. Hay correlaciones orbitales y de espín que conducen a un efecto Kondo
más robusto. En comparación con el modelo de Anderson que describe un
espín 1/2 (o un doblete localizado) hibridado con los electrones de conduc-
ción que tiene simetría SU(2) 1, cuando ambos dobletes están degenerados,
todos los acoplamientos tienen el mismo módulo y la fase es π, nuestro mo-
delo tiene simetría SU(4). En el régimen de Kondo, los procesos virtuales
entrelazan electrones localizados y de conducción con respecto al espín y al
grado de libertad orbital [Borda et al., 2003]. El papel de las correlaciones or-
bitales se ha explorado en experimentos de dos puntos cuánticos [Wilhelm
et al., 2002] [Pohjola et al., 2001] [Holleitner et al., 2002] [Chen et al., 2004]
[Okazaki et al., 2011] y ha habido realizaciones del efecto Kondo SU(4) en
nanotubos de carbono [Jarillo-Herrero et al., 2005] y transistores de átomos
individuales formadas en nanocables de Si [Tettamanzi et al., 2012]. Muy
recientemente también en QD semiconductores [Keller et al., 2014].
En este capítulo se muestra cómo tanto el efecto Kondo SU(2) y SU(4)
pueden ser explorados dentro de nuestro modelo y se discuten las caracte-
rísticas más relevantes de cada caso. Los resultados presentados correspon-
den al caso de equilibrio. Las propiedades de transporte que muestran la
interrelación entre el efecto Kondo y la interferencia cuántica se presentan
en el Capítulo 7.
6.1. El efecto Kondo SU(2)
Comenzando con el modelo Aligia que se muestra en la Fig. 5.1, conside-
ro en primer lugar el caso en el que uno de los dobletes está desacoplado de
los cables conductores. Como se muestra en la Fig. 6.1, el modelo describe
sólo un doblete con energía E1 = Ed hibridado con los cables a izquierda y
derecha.
Puesto que los acoplamientos son proporcionales en este límite, el trans-
porte en respuesta lineal está dado esencialmente por la densidad de esta-
dos evaluada en el nivel de Fermi. Antes de hablar de las propiedades de
transporte, es conveniente entender el comportamiento de la densidad local
1Todas las operaciones de simetría representadas por matrices unitarias de 2 × 2 con
determinante igual a 1
6.1. El efecto Kondo SU(2) 
Figura 6.1: Esquema del modelo de Aligia en el caso en que uno de los dobletes se desacopla
de los contactos.
de estados.
























donde d†σ es el operador de la creación del estado localizado, c
†
νkσ crea esta-
dos de conducción en la izquierda (ν = L) o derecha (ν = R), y Vν describe
los elementos de salto entre los cables y el doblete, supuestos independien-
tes de k. Trabajamos en el límite de repulsión de Coulomb U infinita.
Como se acostumbra, todos los parámetros se dan en términos del an-
cho del nivel resonante ∆ que corresponde al ancho mitad a la mitad del
máximo de la densidad local de estados en ausencia de interacciones. El
nivel localizado se hibrida con una combinación lineal c†kLσ + c
†
kRσ de los
estados de conducción en los cables izquierdo y derecho (la diferencia es-
tá desacoplada del Hamiltoniano). En este caso el ancho nivel resonante es




R) = 1, la unidad de energía. Aquí ρL0 (ρR0)
es la densidad de estados de los electrones de conducción en la izquier-
da (derecha). Tomamos Ed = −4, EF = 0 y la mitad del ancho de banda
D = 10 (ρ0 = 1/2D) para estar en el régimen de Kondo. La densidad local
de estados a diferentes temperaturas se puede calcular con la aproximación
non-crossing (NCA) [Tosi, 2010], como se indica en la Sec. 5.4. El resultado se
muestra en la Fig. 6.2.
Hay dos picos en la densidad de estados. Uno de los picos se encuentra
en ω = Ed y corresponde a la energía necesaria para arrancar un electrón del
nivel localizado y ponerlo en el nivel de Fermi. Si se aisla el nivel, la única
contribución esperada a la densidad de estados sería una delta de Dirac en
esta energía. Como consecuencia de la mezcla con el continuo de estados
de conducción, el pico adquiere un ancho: un electrón en el nivel localizado
tiene una vida media finita, ya que puede escapar hacia los cables. De la
figura, el ancho mitad es 2∆. Se puede observar en el recuadro interior (línea
discontinua roja) que el pico llamado de transferencia de carga es la única
contribución a la densidad de estados a temperaturas altas. A medida que T
disminuye otro pico aparece en la densidad de estados cerca de ω = 0 = εF .
Esta es la resonancia Kondo, una característica distintiva del efecto Kondo.
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Figura 6.2: Densidad de estados correspondientes al nivel localizado en el límite de simetría
SU(2). La energía del nivel Ed = −4 está muy por debajo del nivel de Fermi. A baja
temperatura T = 5. 10−4, el efecto Kondo se desarrolla y hay un pico cerca de ω ∼ 0
además del de transferencia de carga pico en ω = Ed. En el recuadro interior se muestra un
zoom de la resonancia Kondo para diferentes temperaturas.
El problema de Kondo puede resolverse exactamente con el Bethe An-
satz [Wiegmann, 1980] [Kawayami and Okiji, 1981] [Okiji and Kawakami,
1983] y con mucha precisión con el grupo de renormalización numérica
(NRG) [Wilson, 1975] [Costi et al., 1994]. El proceso de renormalización
muestra que sólo hay una escala relevante a bajas temperaturas: la tempe-
ratura de Kondo [Anderson, 1961] [Haldane, 1978b]. La expresión analítica
para TK para el modelo Anderson SU(N) (degeneración N ) para repulsión










que depende exponencialmente de la energía del nivel localizado, de la hi-
bridación y de la degeneración. Esto es muy importante ya que el efecto
Kondo no puede ser estudiado con perturbaciones en el acoplamiento V
(como ocurre también con la superconductividad). La NCA reproduce bien
la física de Kondo, ya que incluye procesos de todos los órdenes en el aco-
plamiento, es decir, es una expansión diagramática no perturbativa.
De esta expresión analítica, T exactaK = 0.0083 para nuestros parámetros
(N = 2, Ed = −4, ∆ = 1 y D = 10). Esto puede ser comparado con el ancho
de la resonancia Kondo. De hecho, la mitad del ancho a mitad del máximo
da THWHMK = 0.009, que se encuentra en muy buen acuerdo teniendo en
cuenta que la definición de TK depende de la propiedad que se estudia.
Las diferentes definiciones difieren en un factor del orden de 1 [Tosi et al.,
2012b].
Otro punto importante con respecto al efecto Kondo es que una vez que
el momento magnético ha sido apantallado, el estado fundamental es un
líquido de Fermi. Correspondientemente, satisface ciertas leyes y relaciones.
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Entre ellas, la regla de suma de Friedel establece lo que debe ser el valor de
la densidad de estados en el nivel de Fermi a T = 0 [Langreth, 1966]. Para





donde 〈nσ〉 es la ocupación media de espín σ. En el régimen de Kondo,
〈nσ〉 ∼ 0.5 dado que el estado está la mitad de tiempo con espín hacia
arriba y la mitad hacia abajo. Por lo tanto, el límite de ρσ(εF )π∆σ ∼ 1 se
tiene que cumplir según la regla de suma de Friedel. A partir del resultado
de la NCA en la Fig. 6.2, ρ(0) = 0.323, es decir, ρ(εF )π∆ = 1.014. Una de las
críticas más extendida a la NCA es que no satisface la regla de suma de Frie-
del [Coleman, 1984] [Brickers et al., 1987] [Kroha and Wölfle, 1998] [Kroha
and Wölfle, 1998]. La violación de la regla de suma de Friedel se produce
a temperaturas muy bajas [Costi et al., 1995]. La NCA da el resultado hasta
T = 0.1 TK . En este caso, el resultado corresponde a T = 0.06 TK . Hay una
sobreestimación de 2 %.
En la Fig. 6.3, el resultado de la densidad de estados del nivel localizado
se muestra para los mismos parámetros pero ∆ = 0.5.



















Figura 6.3: Densidad de estados local en el límite de simetría SU(2). Al igual que antes,
Ed = −4, pero ∆ = 0.5 y T = 5. 10−6.
Se puede observar que la resonancia Kondo es mucho más estrecha. La
temperatura de Kondo depende exponencialmente de ∆, por lo tanto la re-
ducción de la hibridación a la mitad produce un fuerte debilitamiento del
efecto Kondo. Este hecho fue un reto inicial para la realización experimental
del efecto Kondo en puntos cuánticos. Con el fin de tener una gran repul-
sión de Coulomb los puntos tienen que ser muy pequeños con electrones
confinados usando grandes tensiones electrostáticas. Pero como consecuen-
cia las barreras túnel con la fuente y el sumidero resultaban muy resistentes
lo que conduce a una temperatura de Kondo muy baja, inalcanzable en el
laboratorio.
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Para nuestros parámetros la temperatura de Kondo da T exactaK = 1.1 10
−5.
La curva de la figura corresponde a T = 0.45TK . Del pico de resonancia,
THWHMK = 3.08 10
−05, que es del orden de magnitud correcto pero tres veces
más grande. Esto es debido a que el ancho de la resonancia Kondo corres-
ponde a TK para bajas temperaturas T → 0. La densidad de estados en el
nivel de Fermi ρ(0) = 0.32, es decir, ρ(εF )π∆ = 1.005. La sobreestimación es
mucho menor, apenas 0.5 %.
Con respecto a las propiedades de transporte de uno de los supuestos
comunes es considerar que la densidad de estados no se modifica fuera
de equilibrio. Si esta suposición se mantiene, las propiedades de transporte
se pueden obtener a partir de información en equilibrio en un enfoque de
respuesta lineal. Según nuestros cálculos, esto es cierto sólo para voltajes
muy pequeños. En la Fig. 6.4 la densidad de estados fuera de equilibrio se
muestra para diferentes voltajes aplicados. La energía del nivel localizado
es Ed = −4 y ∆ = 1. Se considera que las caídas de tensión son simétricas,
µL = eVbias/2 y µR = −eVbias/2.
























Figura 6.4: Densidad de estados del nivel localizado calculada fuera de equilibrio para di-
ferentes voltajes. La energía del nivel es Ed = −4, la mitad del ancho de banda es D = 10
y T = 0.005 TK . El sistema está en el régimen de Kondo. La resonancia Kondo se desdobla
ya que los electrones de conducción en los reservorios a izquierda y derecha termalizan a
diferentes potenciales electro-químicos compatibles con la caída de tensión.
Se puede observar en la figura que el pico de Kondo se desdobla fuera
de equilibrio [Meir et al., 1993] [Wingreen and Meir, 1994]. Los electrones
de conducción procedentes de los cables izquierdo y derecho se hibridan
por separado con el nivel localizado dando lugar a dos resonancias. En el
recuadro interior que hay un zoom a la región cerca de ω = εF = 0. Las
resonancias se ubican en±eVbias/2, de acuerdo con los potenciales químicos.
El pico de transferencia de carga en ω = Ed no se modifica por el voltaje.
Este análisis muestra que el procedimiento apropiado para las propie-
dades de transporte es calcular la corriente usando las funciones de Green
de no equilibrio. La conductancia diferencial dI/dV se puede encontrar me-
diante una derivación numérica. Los resultados obtenidos de esta manera
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para diferentes temperaturas se muestran en la Fig. 6.5.






























Figura 6.5: Conductancia diferencial dI/dV calculada a diferentes temperaturas como una
función del voltaje escaleado con la temperatura de Kondo V/TK . Parámetros: Ed = −4,
D = 10, ∆ = 1.
Las curvas tienen forma Lorentziana, con un máximo a Vbias = 0. Es-
ta anomalía a voltaje cero en la conductancia diferencial se observó en los
experimentos como una firma del efecto Kondo [Goldhaber-Gordon et al.,
1998a] [Cronenwett et al., 1998] [van der Wiel et al., 2000]. Es digno de seña-
lar que el incremento de la corriente se produce en un rango de parámetros
en los que el transporte está suprimido por el bloqueo de Coulomb. Dado
que un electrón está ocupando el nivel localizado y el costo de la energía
para un electrón adicional es la gran repulsión de Coulomb U , la corriente
es despreciablemente pequeña. El incremento de la conductancia por de-
bajo de TK es una consecuencia de la naturaleza de la función de onda de
muchos cuerpos en el estado Kondo que supera el bloqueo.
El ancho del pico de voltaje cero está relacionado con la temperatura de
Kondo a muy bajas temperaturas [Nagaoka et al., 2002]. El eje de tensión en
la figura ha sido escaleado apropiadamente para enfatizar esto. El aumento
de la conductancia se pierde tan pronto eVb ∼ TK , es decir, tan pronto co-
mo el desdoblamiento de la resonancia Kondo es del orden de TK . Se puede
observar en la figura que el máximo del pico aumenta con la temperatu-
ra y alcanza la conductancia ideal 2e2/h [Ng and Lee, 1988] [Glazman and
Raikh, 1988]. Esta es una consecuencia del líquido de Fermi como estado
fundamental. Dado que el valor de la densidad de estados en el nivel de
Fermi está fijada por la regla de suma de Friedel (Ec. (6.2)) se puede demos-
trar 2 que esto lleva a e2/h por espín en el caso de acoplamiento simétrico
con fuente y sumidero. En la Fig. 6.6 la conductancia de equilibrio G que
2Como en el ejemplo de los tres puntos cuánticos estudiado en el Capítulo 4
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se obtiene de evaluar dI/dV |V=0 se muestra como función de la temperatu-
ra escaleada con TK con cuadrados rojos. Esto es importante porque como
TK es la única escala relevante en el régimen de Kondo, las propiedades de
transporte se pueden describir con funciones universales [Wilson, 1975] de
T/TK .















Figura 6.6: Conductancia como una función de T/TK obtenida en el régimen de respuesta
lineal (línea continua negra) y a partir de la conductancia diferencial evaluada a voltaje
cero (puntos rojos). Los parámetros son: Ed = −4, D = 10. El resultado empírico para
espín 1/2 obtenido con el NRG también se muestra con una línea discontinua azul. Aquí,
G0 = 2e
2/h. Se puede observar que el resultado de la NCA concuerda muy bien con el NRG
hasta T = 0.1 TK . Por debajo de esta temperatura, la NCA viola regla suma de Friedel y
sobreestima la conductancia.
Los resultados obtenidos pueden compararse con la conductancia obte-




















luego G ∼ 2e2
h




tura cero de acuerdo con la regla de suma de Friedel. En muchos casos es
suficiente trabajar con respuesta lineal y utilizar los resultados calculados
en equilibrio. Se puede observar que el procedimiento más general da los
mismos resultados.
La fórmula empírica obtenida con el NRG
GNRG(T ) =
G(0)
[1 + (21/s − 1)(T/TK)2]s
,
también se muestra en la figura con línea de trazos. El valor de s = 0.21 co-
rresponde a espín 1/2. Esta expresión ha demostrado un muy buen acuerdo
6.1. El efecto Kondo SU(2) 
con los experimentos [Grobis et al., 2008]. El resultado fuera de equilibrio de
la NCA coincide con el resultado del NRG en muchas décadas de tempera-
tura. No sólo los valores son correctos, sino también la dependencia funcio-
nal. La NCA reproduce el comportamiento universal correcto en el régimen
de Kondo [Bas, 2010]. Debajo de T = 0.1 TK , la violación de la regla de suma
de Friedel conduce a una ligera sobreestimación de la conductancia.
También es interesante estudiar las propiedades de transporte a medi-
da que la energía del nivel localizado Ed se controla con una tensión de
compuerta electrostática Vg, eVg = −Ed. Diferentes regímenes pueden ser
explorados en función de la posición de Ed con respecto al nivel de Fermi.
El análisis a T = 0 sería el siguiente: si Ed está por encima del nivel de Fer-
mi, la ocupación media del nivel es cero y no hay conductancia. Una vez
que el nivel localizado está cerca de EF , Ed − EF ∼ ∆, la conductancia co-
mienza a aumentar (la ocupación fluctúa entre 0 y 1), hasta alcanzar el valor
de 2e2/h cuando el nivel está en resonancia Ed = EF . Cuando el nivel se
mueve debajo del nivel de Fermi, la ocupación es cercana a la unidad de
manera que el nivel siempre está ocupado y la conductancia no disminuye
debido al efecto Kondo. En el caso de repulsión de Coulomb finita U , existe
una meseta de conductancia hasta Ed + U − EF ∼ ∆ donde la ocupación
de nuevo fluctúa entre uno y dos. La conductancia disminuye después de
la condición de resonancia Ed + U = 0 en la que dos electrones comparten
el nivel localizado [van der Wiel et al., 2000].












































Figura 6.7: Conductancia como función del voltaje de compuerta eVg = −Ed. Las curvas
de trazos corresponden al régimen de respuesta lineal, mientras que los cuadrados azules
son el resultado de la conductancia diferencial evaluada a voltaje cero. En la panel interior
se muestran las curvas dI/dV vs Vbias para los distintos valores de voltaje de compuerta.
La conductancia a voltaje cero G = dI/dV |V=0 en función de Ed se mues-
tra en la Fig. 6.7. El resultado de la NCA (cuadrados azules) corresponde
a muy baja temperatura T = 1.5 10−4. Las curvas a trazos son el resultado
de respuesta lineal para diferentes temperaturas y serían como en el experi-
mento en el sentido de que hay una temperatura mínima, no nula. A medida
que el nivel localizado está más profundo debajo del nivel de Fermi, la TK
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cae exponencialmente rápido TK ∼ e
πEd
2∆ y en algún momento la tempera-
tura “experimental” T es mayor que la temperatura Kondo, deja de haber
efecto Kondo y la conductancia cae. En el límite de repulsión de Coulomb
infinita, a T = 0 la meseta nunca termina. La NCA describe bastante bien
el comportamiento esperado. Se puede observar en el recuadro interior de
la figura cómo el valor máximo en el pico de voltaje cero se mantiene cer-
ca de 2e2/h mientras que el ancho del pico, relacionada con TK , disminuye
fuertemente.
6.2. El efecto Kondo SU(4)
Vuelvo a nuestro modelo de interferencia presentado en el Capítulo 5 y
analizo el caso más simétrico que se muestra en la Fig. 6.8.
Figura 6.8: Esquema de los parámetros relevantes del modelo en el límite de simetría SU(4).
Los cuatro niveles (dos dobletes) están degenerados y los acoplamientos son los mismos en
módulo. La fase es π.
En este caso, los dos dobletes están degenerados y los acoplamientos
son los mismos en módulo (desviaciones de esto serán considerados más
adelante). En el caso en que la fase es φ = π el modelo tiene simetría SU(4).
Haciendo E1 = E2 = Ed y V1 = V2 = V y tomando φ = π las diferentes

















































6.2. El efecto Kondo SU(4) 
Figura 6.9: El Hamiltoniano SU(4) efectivo se puede obtener cuando los dobletes son dege-
nerados y están conectados con los mismos coeficientes de acoplamiento en el caso de fase π.
Es posible formar dos combinaciones lineales de los dobletes que se hibridan uno con el cable
izquierdo y el otro con el derecho. Las propiedades termodinámicas a bajas temperaturas
corresponden al efecto Kondo SU(4), pero el transporte es muy diferente de un modelo de
Anderson SU(4).















































y Uαβ es la repulsión de Coulomb mutua. Este Hamiltoniano tiene simetría
SU(4) para Uα, Uβ, Uαβ → ∞. El estado ασ se hibrida con el cable izquier-
do y el otro estado βσ con el cable derecho. En equilibrio, las propiedades
termodinámicas de este Hamiltoniano son equivalentes a las del modelo de
Anderson SU(4) pero las propiedades de transporte son completamente
diferentes. Como se ilustra en la Fig. 6.9 la fase π hace que en el modelo
efectivo los cables izquierdo y derecho esten desconectados!
Para entender esta diferencia, es apropiado comparar con el Hamilto-
niano del modelo de Anderson SU(4) [Hewson, 1997]

















que describe las posibles proyecciones del momento magnético con un ín-
dice m = 1, · · · , 4 y donde las bandas del metal también se identifican con
 6. Explorando el Kondo SU(2) y SU(4)
el índice m. Es muy importante que en el Anderson SU(4) aplicado para el








acopladas a cada una de
las proyecciones como se ilustra en la Fig. 6.10(a). En contraste, en el límite
SU(4) de nuestro modelo dos de las “proyecciones” están acopladas al cable
de la izquierda (α con espín hacia arriba y hacia abajo) y las otras dos al
cable derecho (ver Fig. 6.10(b)).
(a)
(b)
Figura 6.10: (a) Esquema del modelo de Anderson SU(4) aplicado al transporte. Cada uno
de los dobletes se acopla con su propia banda de conducción. (b) La conexión de los cables en
el límite de simetría SU(4) obtenida como un caso especial de nuestro modelo de interferen-
cia con φ = π, dobletes degenerados y acoplamientos iguales.
En el modelo de Anderson SU(4) el ancho del nivel resonante por canal
es ∆ ≡ ∆m = (∆mL + ∆mR ) = πV
2
D
, donde la densidad de estados para el cable
es ρ0 = 12D . La hibridación es Γ







En nuestro modelo, después de la transformación en los estados α (+) y β
(−) se puede observar que el Hamiltoniano efectivo resultante tiene simetría
SU(4) con un acoplamiento V ′ =
√












En este límite SU(4), la densidad de estados calculada en equilibrio se
muestra en la Fig. 6.11. La energía de los dobletes es de Ed = −4 y la unidad
de energía se elige como Γ±σ = 2∆ = 1.
El primer punto a notar es que en comparación con el límite SU(2) el
pico Kondo es más ancho (ver la Fig. 6.3). El aumento de la degeneración
conduce a un incremento del efecto Kondo. Las correlaciones son mucho
más fuertes porque hay muchos procesos posibles de “inversión de espín”
(invertir el espín y cambiar el índice orbital). Esto se puede comprobar in-
mediatamente en la expresión analítica de la temperatura de Kondo para el
modelo de Anderson SU(N) dada por la Ec. (6.1) donde la degeneración N
va en el exponente. Esta función se representa en la Fig. 6.12. El cambio en
la escala de energía TK es de varios órdenes de magnitud.
6.2. El efecto Kondo SU(4) 





















Figura 6.11: Densidad de estados del doblete localizado etiquetado con 1. El resultado co-
rresponde al límite de simetría SU(4). La energía de los 4 estados degenerados es Ed = −4,
la mitad del ancho de banda es D = 10 y ∆ = 0.5. La temperatura es T = 5. 10−3. Se
puede observar que existe una resonancia Kondo ancha cerca del nivel de Fermi, además del
pico de transferencia de carga en ω = Ed. La evolución del pico Kondo con la temperatura
se muestra en el recuadro interior.























Figura 6.12: Temperatura de Kondo TK para un modelo de Anderson SU(N) obtenida con
Bethe Ansatz en función de N (véase la Ec. (6.1)) para Ed = −4, ∆ = 0.5 y D = 10.



















Para ∆ = 0.5 y Ed = −4, TK(SU(4)) = 0.0125. Como en el caso SU(2), el
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ancho de la resonancia Kondo en la Fig. 6.11 está también relacionado con
TK a temperaturas muy bajas. La temperatura Kondo tomada de la mitad
del ancho a mitad del máximo es THWHMK = 0.013, que se encuentra en muy
buen acuerdo con la expresión analítica obtenida con Bethe Ansatz. Con
respecto a la temperatura de Kondo el resultado del cálculo corresponde a
T = 0.38 TK . La aproximación non crossing es una aproximación 1/N y la
precisión aumenta con la degeneración.
Una segunda característica a notar es que el máximo de la densidad de
estados en el límite SU(4) se desplaza de ω = 0. Dado que la ocupación me-
dia total 〈nd〉 =
∑
iσ〈niσ〉 es de aproximadamente 1 en el régimen de Kondo,
la ocupación de cada estado |iσ〉 es ∼ 0.25. El máximo se desplaza con res-
pecto al caso SU(2). Un análisis de la regla suma de Friedel a temperatura
cero indica que la densidad de estados para cada proyección en el nivel de
Fermi es ρm(0) = 1π∆m sin
2(π〈nm〉) ≈ 12π∆m , que es la mitad del valor espe-
rado en el límite SU(2). La comparación entre los casos SU(2) y SU(4) para
Ed = −4, ∆ = 0.5 y D = 10 para la misma temperatura respecto a TK ,





















































Figura 6.13: Densidades de estados para el caso SU(2) (línea continua negra) y SU(4) (línea
continua roja) a la misma temperatura con respecto a la temperatura de Kondo T = 0.5 TK
en función de (a) ω y (b) ω/TK . Parámetros: Ed = −4, ∆ = 0.5 y D = 10.
6.3. SU(4) con un campo de ruptura de simetría
El límite SU(4) de alta simetría se puede romper de varias maneras: aco-
plamientos ligeramente diferentes a los niveles 1 y 2, una fase distinta de π
o un diferencia de energía δ entre los dobletes. Como se discute más ade-
lante en la tesis los dos primeros casos producen (de una manera no trivial)
un desdoblamiento efectivo de energía δ̃. En consecuencia, es conveniente
analizar cuál es el efecto de un campo que rompe la simetría.
Los parámetros relevantes del modelo efectivo se ilustran en la Fig. 6.14.




d†1σd1σ + (E1 + δ)
∑
σ
d†2σd2σ + Coulomb repulsion,
6.3. SU(4) con un campo de ruptura de simetría 
Figura 6.14: Esquema de la modificación del modelo en el SU(4) con la introducción de un
campo de ruptura de la simetría δ.
































el Hamiltoniano se convierte en
H = Hbanda + E1
∑
σ
d†1σd1σ + (E1 + δ)
∑
σ












que es un modelo de Anderson SU(4) efectivo con un “campo” que rompe
la simetría produciendo un desdoblamiento δ como se muestra en la Fig.
6.15. (i) En el límite de δ = 0, la simetría SU(4) se restaura. (ii) En el límite
de δ →∞, el doblete excitado está muy lejos en energía y 〈n2〉 ≈ 0. Sólo hay
un doblete relevante que tiene simetría SU(2).
Figura 6.15: Los electrones de conducción a la izquierda y a la derecha se pueden combinar
para mostrar explícitamente cómo el modelo se reduce a un modelo de Anderson SU(4) con
campo de ruptura de la simetría δ.
El efecto de este campo “efectivo” se puede observar en las densidades
de estados mostradas en la Fig. 6.16 para diferentes valores de δ. El primer
comentario importante es que las densidades de estados que corresponden



































Figura 6.16: Evolución de la densidad de estados de los niveles localizados con el desdobla-
miento δ. Un zoom a las energías cercanas al nivel de Fermi se muestra en el panel de la
izquierda, mientras que un rango extendido se muestra en el panel derecho para incluir al
pico de transferencia de carga. La línea de color negro corresponde al doblete marcado con 1
cuya energía está fijada en E1 = −4. Para δ = 0 (paneles superiores), ambos niveles están
degenerados y ρ1 = ρ2. Cuando la degeneración se rompe esto ya no es cierto. En los paneles
medio e inferior, la densidad de estados del segundo doblete también se muestra con línea
roja discontinua. Su energía es E2 = E1 + δ. Para pequeño δ (paneles intermedios) ρ1 se
desplaza hacia la izquierda y ρ2 hacia la derecha. La resonancia Kondo en ρ1 es más estrecha.
El pico de transferencia de carga es también mucho menor en ρ2, lo cual es razonable puesto
que está menos poblado. En los paneles inferiores se muestra el desplazamiento del pico en
ρ2 con δ = 0.015, 0.03 y 0.06 con líneas azules discontinuas. Estos picos se encuentran
en ω = δ. En ρ1, la resonancia Kondo es aún más estrecha y también hay un pico satélite
pequeños en ω = −δ. El pico de transferencia de carga no está presente en ρ2 para grandes
valores de δ. Todas las curvas corresponden a T = 1. 10−3, ∆ = 0.5 y D = 10.
a cada uno de los dobletes ρ1 y ρ2 son en general diferentes. Ellas sólo coin-
ciden cuando hay simetría SU(4).
El efecto del aumento de δ en el SU(4) es como romper el efecto Kondo
SU(2) con un campo magnético. En este sentido, el efecto de la ruptura de
simetría no se observa inmediatamente en las densidades de estados, sino
por el contrario, para muy pequeños δ, pareciera que el efecto Kondo SU(4)
estuviera presente aunque para δ 6= 0 la simetría ya es SU(2). Tan pron-
to como el desdoblamiento es mayor que la temperatura de Kondo SU(4),
δ ∼ TK(SU(4)) = 1.2 10−2, el efecto se hace evidente. Para pequeño δ, la
resonancia Kondo se desdobla en dos picos, y ρ1 y ρ2 pasar a diferenciarse.
Para el doblete fundamental, la resonancia Kondo se desplaza a la izquierda
y para el doblete excitado, a la derecha. Esto es consistente con la transición
a un efecto Kondo de un sólo nivel con simetría SU(2).
6.3. SU(4) con un campo de ruptura de simetría 
Otra consecuencia interesante del proceso de romper la simetría es la
aparición de picos satélite. Aparecen picos satélite en ω = −δ en ρ1 y en
ω = +δ en ρ2. Del mismo modo que la resonancia Kondo, estos picos se pro-
ducen por los posibles procesos que involucran electrones de conducción
en el nivel de Fermi en eventos de co-tunneling. Cuando el desdoblamiento
es muy grande, la única contribución del doblete excitado proviene de estos
procesos virtuales. Esta imagen se puede complementar con la evolución
del pico de transferencia de carga que se muestra en el panel derecho de
la Fig. 6.16. Los picos satélites permanecen incluso para δ grandes como se


















Figura 6.17: Como complemento de la Fig. 6.16, las densidades de estados de los niveles
localizados (línea continua negra para ρ1 y línea discontinua roja para ρ2) se muestran
para δ grandes.
En la transición del efecto Kondo SU (4) a un nivel SU(2), la escala rele-
vante del problema, la temperatura de Kondo, varía órdenes de magnitud.
La evolución de TK a medida que la simetría se rompe puede obtenerse a
partir del ancho mitad del pico de Kondo cerca del nivel de Fermi. TK(δ)
se muestra en la Fig. 6.18. Utilizando un enfoque variacional (ver Sec. 6.4)
es posible encontrar una expresión que interpola la temperatura Kondo en-
tre δ = 0 → ∞. Esta expresión analítica se muestra también en la figura
con línea de trazos. El valor se ha multiplicado por un factor de 0.606. Del
comportamiento de TK es claro que el régimen cambia una vez que el des-
doblamiento δ ∼ TK(SU(4)).
Este estudio de las densidades de estados de equilibrio en el límite de
simetría SU(4) y en presencia de un campo de ruptura de simetría es la base
 6. Explorando el Kondo SU(2) y SU(4)












Figura 6.18: Evolución de la temperatura de Kondo con el desdoblamiento δ = E2 − E1.
La línea roja punteada corresponde a la expresión analítica de la Ec. 6.8 obtenida con un
enfoque variacional. Los puntos se han extraído de la mitad del ancho a media altura del pico
de Kondo cerca de ω = 0 en ρ1 calculada aproximadamente a T = 0.1TK . Los parámetros
son: ∆ = 0.5, E1 = −4 y D = 10.
para entender las propiedades de transporte presentadas en el Capítulo 7
donde la interrelación entre el efecto Kondo y la interferencia cuántica con-
duce a comportamientos muy interesantes.
6.4. Derivación variacional de la temperatura de
Kondo
El estado fundamental en el régimen de Kondo es una función de onda
complicada formada en parte por los electrones de conducción y en parte
por los electrones localizados en un estado singlete [Yafet and Varma, 1985].







donde |FS〉 = |FS1〉 ⊗ |FS2〉 es el producto tensorial de los mares de Fermi,
|FSi〉 =
∏


















donde E0 es la energía total de los electrones de conducción. La condición






Bikσ(E0 + Ei − εk) + A
∑
ikσ








(E0 + Ei − εk − E)
,





(E0 + Ei − εk − E)
= 0. (6.5)
Para acoplamientos independientes del momento y del espín, y conside-
rando una densidad de estados constante para los electrones de conducción








(E0 + Ei − ε− E)
= 0




∣∣∣∣E0 + Ei +D − EE0 + Ei − E
∣∣∣∣ = 0,
donde D es la mitad del ancho de banda. Introduciendo la temperatura de
Kondo TK = (E0 + E1) − E como la diferencia de energía entre el nuevo
estado fundamental y la energía del nivel localizado aislado más el mar
Fermi,
TK − E1 − 2ρ10|V1|2 ln
∣∣∣∣TK +DTK
∣∣∣∣− 2ρ20|V2|2 ln ∣∣∣∣TK +D + δTK + δ
∣∣∣∣ = 0, (6.6)
donde E2 = E1 + δ. Dado que TK  D, |E1|, e introduciendo el ancho del








∣∣∣∣TK + δD + δ
∣∣∣∣ . (6.7)























∣∣∣∣⇒ TK(δ →∞) = D exp(πE12∆1
)
.
Si los acoplamientos son los mismos,∣∣∣∣TKD
∣∣∣∣ ∣∣∣∣TK + δD + δ
∣∣∣∣ = exp( πE12(∆1)
)



















La interrelación entre interferencia
cuántica y efecto Kondo
7.1 Interferencia destructiva total en el límite de simetría SU(4).
7.2 Picos a voltaje finito.
7.3 Dependencia con la temperatura.
7.4 Observaciones para concluir.
En el Capítulo 4 se discutió el transporte a través de un sistema de tres
puntos cuánticos en una configuración particular que conduce a una co-
rriente polarizada en espín. Mostré que con el fin de describir las propieda-
des de transporte era posible utilizar un modelo efectivo para la física de
baja energía cerca de la degeneración entre los estados fundamentales con
uno y dos electrones. Por otro lado, a partir de un análisis de la corriente
a través de anillos orgánicos finitos es posible observar que los fenómenos
de interferencia tienen lugar cuando muchos niveles que tienen la misma
ocupación están degenerados orbitalmente. En el caso de moléculas de anu-
lenos estos estados pueden ser caracterizados con el vector de onda total
±K compatible con la simetría del anillo y están degenerados debido a la
simetría de reflexión (en ausencia de un flujo externo). Con esta idea en
mente presenté nuestro modelo para describir fenómenos de interferencia
en el Capítulo 5. El modelo de Aligia es una generalización del modelo de
Anderson, que considera un singlete con N electrones y dos dobletes con
N ± 1 electrones. Tres de los acoplamientos de los dobletes a los cables se
pueden hacer reales con transformaciones de calibre adecuadas pero hay
uno que sigue siendo complejo. La fase φ de este acoplamiento representa
la diferencia de fase entre los “caminos de muchos cuerpos”. Esto significa
que la conexión entre la fuente y el sumidero puede tener una diferencia
de fase en función del doblete que es ocupado. El modelo es muy general y
describe la física de baja energía de los sistemas interactuantes que presen-
tan fenómenos de interferencia. Nuestro cálculo es una mejora sustancial
respecto a los resultados anteriores sobre la conductancia a través de siste-
mas con efectos de interferencia, ya que introduce el régimen de Kondo no
considerado en otros estudios, así como los efectos de temperatura y voltaje
finito fuera de equilibrio.
7.1. Interferencia destructiva total en el límite SU(4) 
En el Capítulo 6 se consideraron varios límites del modelo. En particular,
el límite de simetría SU(4) que se puede encontrar cuando ambos dobletes
están degenerados, para acoplamientos iguales en módulo y fijando la fase
φ = π. En equilibrio, desde el punto de vista termodinámico, el modelo efec-
tivo es como un modelo de Anderson SU(4) con una hibridación renormali-
zada. Sin embargo, desde el punto de vista de las propiedades de transporte,
éstas son completamente diferentes a lo que prediciría este modelo. En este
capítulo las propiedades de transporte de no equilibrio de nuestro modelo
de interferencia se abordan en el régimen del efecto Kondo SU(4). Como se
muestra en lo siguiente, la fase φ = π conduce a interferencia destructiva
total.
7.1. Interferencia destructiva total en el límite SU(4)
¿ Cuál es el significado de la fase π en este contexto? Como en un interfe-
rómetro estándar, los electrones se desplazan desde la fuente al sumidero a
través de uno de los brazos del interferómetro. Si la fase acumulada por los
electrones en cada uno de los caminos difiere por un múltiplo impar de π,
hay un mínimo en la probabilidad de encontrar electrones en el punto final.
Si ambos brazos son los mismos, es decir, si la amplitud de los electrones
que toman un camino u otro es la misma, esta probabilidad es estrictamente
cero y la interferencia se dice que es completamente destructiva. Análoga-
mente, el electrón que entra en el conductor central puede ocupar cualquier
doblete 1 o 2 y puede hacerlo con espín hacia arriba o hacia abajo. Si los
acoplamientos a los dobletes son los mismos y estos están degenerados, re-
sultan equivalentes y tienen la misma “amplitud” en el mismo sentido que
antes. El hecho de que los estados de muchos cuerpos tengan una simetría
diferente da lugar a la fase φ incluida en uno de los acoplamientos. Para
φ = π, la probabilidad para que los electrones pasen de la fuente al sumide-
ro es cero y la interferencia es perfectamente destructiva.
Como se discutió en el Capítulo 6, el efecto de la fase se puede entender
haciendo una transformación en el Hamiltoniano. El Hamiltoniano efectivo













(V iν |iσ〉〈0|cνkσ + H.c.),
donde el singlete |0〉 y los dos dobletes |iσ〉 (i = 1, 2, σ =↑ o ↓) denotan los
estados localizados, c†νkσ crea estados de conducción a la izquierda (ν = L)
o derecha (ν = R), y V iν describe los elementos de salto entre los cables y los
dos dobletes. En el caso que nos ocupa, ambos dobletes están relacionados
por una operación de simetría en la ausencia de un flujo magnético aplicado
(por ejemplo simetría de reflexión), por lo tanto |V 1ν | = |V 2ν |. Cuando los
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dobletes están degenerados E2 = E1 y tomando φ = π, el estado
|Lσ〉 = (|1σ〉+ |2σ〉)/
√
2
se mezcla sólo con la izquierda y el estado
|Rσ〉 = (|1σ〉 − |2σ〉)/
√
2,
se mezcla sólo con el cable derecho y por lo tanto la corriente no puede
ser transportada entre los cables (véase la Fig. 6.9 en el Capítulo 6). Esta es
una situación de interferencia destructiva perfecta. El Hamiltoniano tiene si-
metría SU(4). Describe cuatro estados degenerados {|Lσ〉, |Rσ〉} acoplados
cada uno a una banda diferente con acoplamiento V ′ =
√
2|V iν |. Las propie-
dades termodinámicas a bajas temperaturas corresponden al efecto Kondo
SU(4) pero las propiedades de transporte son completamente diferentes de
un modelo de Anderson SU(4).
El efecto de la fase φ = π se puede observar en la Fig. 7.1. Esta figura es
el resultado principal de este capítulo y tiene una gran cantidad de informa-
ción condensada. Se muestra con puntos azules la conductancia G a voltaje
cero como función de la diferencia de energía entre los dobletes,E2 = E1+δ.
La conductancia cae abruptamente a cero a medida que δ → 0, es decir, a
medida que los dobletes se vuelven degenerados y el sistema entra en el
límite de simetría SU(4).
(i) El primer comentario importante es que en nuestro modelo, las ma-
trices de hibridación de los estados |iσ〉 con los cables izquierdo y derecho
no son proporcionales para φ 6= 0, y como consecuencia los trucos para rela-
cionar la conductancia a V = 0 con la densidad local de estados no pueden
utilizarse y la conductancia G = dI/dV tiene que ser calculada mediante la
diferenciación numérica de la corriente incluso para V → 0, utilizando un
formalismo de no equilibrio.
Para los cálculos numéricos, la densidad de estados de los electrones de
conducción en los cables ρ se supone constante y extendida entre −D y D.
La unidad de energía se ha tomado como Γ = 2∆ = 2πρ(V ′)2. Sin pérdida
de generalidad, la energía del singlete y el nivel de Fermi se ponen a cero
Es = εF = 0 y δ = E2 − E1 > 0. Nuestro modelo efectivo se enfoca sobre el
régimen de Kondo, es decir, Es − E1  ∆, para el cual la conductancia es
mayor.













como en el Capítulo 6, se puede observar que δ actúa como un campo que
rompe la simetría en un modelo de Anderson SU(4), reduciéndola a SU(2).
Para δ → ∞, el doblete con la energía E2 puede ser descartado y el modelo
se reduce al habitual modelo de Anderson SU(2) de un nivel. Por lo tanto,
nuestro modelo interpola entre un modelo con simetría SU(4) y un SU(2) de
un nivel. En correspondencia con esta ruptura de simetría, la evolución de
la ocupación con δ para ambos dobletes se muestra con triángulos (apun-
tando hacia arriba para el nivel 1 y hacia abajo para el nivel 2) en la Fig.
7.1. Los valores de la ocupación corresponden al eje derecho en la figura.
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Figura 7.1: Conductancia de equilibrio a T  TK (escala izquierda) y ocupaciones (escala
derecha) en función del desdoblamiento δ. Los cuadrados fueron obtenidos mediante la di-
ferenciación numérica de la corriente y los círculos corresponden a la Ec. (7.2). Recuadro
interior: temperatura de Kondo como función de δ. Los cuadrados (línea continua) corres-
ponden al resultado de la NCA (analítico). Los parámetros son ∆ = 0.5,D = 10,E1 = −4,
E2 = E1 + δ.
Para desdoblamiento pequeño, los dobletes son cuasi degenerados con una
la ocupación que es casi la misma, cerca de 0.48. Esto es consistente con el
régimen de Kondo: cuando el nivel cuatro veces degenerado está muy por
debajo del nivel de Fermi, la ocupación total es cerca de 1 a bajas tempera-
turas, lo que significa un 0.25 por espín e índice orbital.
El régimen SU(4) no se pierde inmediatamente. Por el contrario, siempre
y cuando el desdoblamiento es más pequeño que la temperatura de Kon-
do del SU(4) TK , los niveles son cuasi degenerados. Esto es muy similar al
efecto de un campo magnético en el caso SU(2) donde se pierde la degene-
ración de espín y el efecto Kondo se rompe una vez que el desdoblamiento
Zeeman excede TK . Como se muestra en la figura, cuando δ ∼ TK(SU(4))
el doblete excitado comienza a despoblarse 〈n2〉 → 0, la ocupación del es-
tado fundamental aumenta 〈n1〉 → 1 y la conductancia a baja temperatura
también aumenta G→ 2e2/h.
(iii) En contraste con el modelo de Anderson SU(4) donde cada proyec-
ción m está acoplada a una banda diferente, en nuestro caso el efecto de la
fase π es hacer que interfieran los canales y tan pronto como el sistema se
encuentra en el régimen SU(4), la conductancia cae abruptamente a cero. La
interferencia es totalmente destructiva.
(iv) La temperatura de Kondo TK depende exponencialmente de la dege-
neración N , de la energía del nivel localizado y de la hibridación. A medida
que la simetría se rompe de SU(4) a SU (2), TK varía órdenes de magnitud.
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En esta transición suave, hay otra escala relevante: δ. La dependencia TK(δ)
se discutió en el Capítulo 6 y también se muestra en el recuadro interior en
la Fig. 7.1. Los cuadrados blancos corresponden a la mitad del ancho a la
mitad del máximo de la resonancia Kondo cerca del nivel de Fermi. La línea
continua negra es la expresión analítica 1
T VK =
{
(D + δ)D exp [πE1/(2∆)] + δ
2/4
}1/2 − δ/2, (7.1)
que describe con gran precisión el comportamiento de la temperatura de
Kondo, TK = fT VK , donde f es un factor del orden de 1 (0.606 para los
parámetros de la Fig. 7.1). La expresión analítica interpola entre ambos lí-
mites del SU(N), T VK = D exp [πE1/(N∆)] (N = 4 para δ = 0 y N = 2
para δ → +∞). Aproximadamente, TK(δ) se mantiene constante en el valor
del SU(4) TK(0) (0.0138 para los parámetros de la figura), siempre que δ <
TK(0), y luego disminuye exponencialmente (en casi dos órdenes de mag-
nitud para δ = 1) antes de plancharse en el valor de un SU(2) para un nivel.
Como es evidente en la Fig. 7.1, TK(0) es también la escala de energía carac-
terística de la variación de la conductancia con δ, para T = V = 0. Para δ un
orden de magnitud inferior a TK(0), G0 es muy pequeña, mientras que para
δ  TK(0), G0 se aproxima al valor ideal para un doblete con SU(2), 2e2/h.
Dada la gran variación de la temperatura de Kondo, el resultado mos-
trado en la figura corresponde a T = 0.05TK(δ). Esto significa que para cada
campo δ, el sistema está a la misma temperatura con respecto a la tempera-
tura de Kondo.
(v) En el régimen de Kondo SU(N), una vez que se apantalla el mag-
netismo, el estado fundamental es un líquido de Fermi. A T = V = 0, la
conductancia G(T, V ) se puede calcular a partir del corrimiento de la fase
de dispersión. Este corrimiento se pueden relacionar con los valores medios
niσ = 〈|iσ〉〈iσ|〉 generalizando la regla de suma Friedel al modelo SU(4) con
un campo que rompe la simetría. Para una densidad de estados de los cables
constante





sin2 [π(n1σ − n2σ)] . (7.2)
En la Fig. 7.1 se muestra esta regla de suma generalizada en función de
δ con círculos azules. El resultado obtenido a partir de la diferenciación nu-
mérica de la corriente calculada a temperaturas muy bajas se encuentra en
muy buen acuerdo con esta propiedad del líquido de Fermi. Esto da con-
fianza en el procedimiento numérico y en la consistencia de los resultados
de la NCA para la corriente y la ocupación ni = 2niσ.
7.2. Picos a voltaje finito
Uno de los efectos del campo de ruptura de simetría δ es la presencia
de picos secundarios en la conductancia diferencial a voltajes que satisfa-
cen eVb = ±δ. Se observó en el análisis del Capítulo 6 que tan pronto como
1Ec. (6.8) en el Capítulo 6 obtenida con un enfoque variacional.
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Figura 7.2: Evolución de la densidad de estados de los niveles localizados (a) ρ1 y (b) ρ2
a medida que la simetría se rompe con el desdoblamiento δ = E2 − E1. A medida que δ
aumenta, la resonancia Kondo en la densidad de estados del doblete de menor energía se
hace más estrecha y también aparece un pico en ω = −δ. En la densidad de estados del
doblete de mayor energía sólo hay un pico en ω = +δ. (c) Conductancia diferencial dI/dV
como función del voltaje para diferentes valores de δ. Es posible observar la presencia de
picos a tensión finita correspondientes a los picos satélite en las densidades de estados. En
el recuadro interior se muestra un zoom para observar cómo los conductancia aumenta
para mayor desdoblamiento. (d) dI/dV vs Vbias para diferentes temperaturas a δ = 0.06 y
δ = 0.0112 en el panel interior.
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δ ∼ TK(SU(4)), la resonancia Kondo en la densidad de estados de los do-
bletes localizados ρi(ω) se desdobla. A medida que δ aumenta, la densidad
de estados del doblete de menor energía ρ1(ω) desarrolla un pico Kondo
estrecho cerca de ω = εF = 0 y un pico satélite en ω = −δ. Por otro lado,
la densidad de estados del doblete excitado ρ2(ω) exhibe sólo un pico en
ω = +δ. La evolución de la densidad de estados con δ a bajas temperaturas
se muestra en la Figs. 7.2(a) y (b). Los picos de satélite son una consecuencia
de las correlaciones. Hay procesos virtuales donde los electrones van de un
doblete a los cables y luego hacia el otro doblete, o lo opuesto, dando lugar
a estos picos satélite.
Ellos son observables en un experimento de transporte. Como se mues-
tra en la Fig. 7.2(c), la conductancia diferencial a baja temperatura muestra
picos a voltaje finito en eVb ∼ ±δ. Esta es una de las ventajas de la NCA. Es
posible reproducir características del transporte inelástico que se pierden
con otras técnicas o en un cálculo de respuesta lineal. En el recuadro interior
de la Fig. 7.2(c) hay un zoom hacia el pico central para mostrar cómo se re-
cupera la conductancia de la interferencia destructiva total a medida que δ
aumenta.
Los picos de satélite, como la propia resonancia Kondo, son causados
por correlaciones. En la Fig. 7.2(d) la conductancia diferencial para δ = 0.06
se muestra a diferentes temperaturas. Los picos a voltaje finito tienen una
dependencia con la temperatura más débil en comparación con la resonan-
cia Kondo en Vb = 0, pero desaparecen a temperaturas suficientemente al-
tas. Para este valor de δ, el efecto de la interferencia destructiva es menos
importante y el valor de saturación de la conductancia de equilibrio es cer-
ca de G(Vb ≈ 0) ∼ [2e2/h]. Como se muestra en el recuadro interior de la
Fig. 7.2(d), la conductancia a bajas temperaturas alcanza un menor valor
G(Vb ≈ 0) = 0.5[2e2/h] para δ = 0.011. Como se discute en la siguien-
te sección, la dependencia con temperatura también es diferente cuando
δ > TK(SU(4)).
7.3. Dependencia con temperatura
En esta sección se aborda el efecto de la temperatura en el transporte.
La temperatura de Kondo TK es la escala que cuantifica la importancia de
las correlaciones en el régimen de Kondo. Cuando se rompe la simetría,
hay otra escala relevante: el desdoblamiento δ. En función del campo de
ruptura de simetría δ, la temperatura de Kondo varía órdenes de magnitud.
En el límite de δ = 0 o δ = ∞, escaleando con las correspondientes TK ,
la dependencia de las propiedades de transporte con la temperatura puede
ser descripta con expresiones universales que dependen de la degeneración.
No hay expresiones universales para valores intermedios de δ incluso si el
escaleo se realiza con la correspondiente TK(δ).
En la Fig. 7.3 se muestra la evolución de la conductanciaG = dI/dV |0 con
la temperatura para dos valores del desdoblamiento δ. El eje de ordenadas
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Figura 7.3: Conductancia de equilibrio como función de la temperatura para varios valores
del desdoblamiento. La línea a trazos [punteada] corresponde al límite de un modelo de
Anderson con un nivel y simetría SU(4) [SU (2)]. Otros parámetros como en la Fig. 7.1.
Para δ = 0.0035, G(0) = 0.08 y T ∗K = 0.0137, mientras que para δ = 0.06, G(0) = 0.97
y T ∗K = 0.0025.
está normalizado con G(0), la conductancia para T → 0, y el de abscisas
con T ∗K , el valor de la temperatura para la cual G(T
∗
K) = G(0)/2. Como es
de esperarse T ∗K ∼ TK(δ). Tanto G(0) como T ∗K tienen una fuerte variación
con δ. Los resultados correspondientes a los límites SU(4) (δ = 0) y SU(2)
también se muestran (δ →∞).
La dependencia de la conductancia con la temperatura es muy diferente
en cada uno de estos límites. En particular, el efecto de las correlaciones
en la conductancia parece ocurrir más abruptamente en el caso SU(4). De
hecho, para δ = 0.0035, G(0) es muy pequeña (G(0) = 0.08[2e2/h]) debido a
la interferencia destructiva pero T ∗K es mucho mayor. El aumento del efecto
Kondo debido a la gran degeneración hace que el cambio en la conductancia
sea muy rápido cuando T ∼ TK . Se encuentran valores cercanos a G(0)
en un rango más amplio de temperaturas por debajo de la temperatura de
Kondo.
Por otro lado, para δ = 0.06, más cerca del límite SU(2), G(T/T ∗K) au-
menta hasta G(0) = 0.97[2e2/h] a medida que disminuye la temperatura,
pero esto ocurre más lentamente. Las correlaciones no son tan fuertes y la
saturación al valor G(0) se encuentra a muy bajas temperaturas T ∼ 0.1 TK .
La protuberancia observada en la curva para δ = 0.06 es debido a la contri-
bución del doblete excitado. De hecho, en unidades de T ∗K , δ ∼ 20T ∗K , que
corresponde con que este nivel extra se hace accesible con temperatura. Co-
mo se discutió en el Capítulo 6, hay picos satélite incluso para δ grande. La
presencia de esta característica es una prueba de la no universalidad de las
curvas.
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En un experimento realista hay una cierta temperatura T a la que se
realizan las mediciones. Esta temperatura puede ser inferior o superior a la
temperatura de Kondo y de acuerdo con esto, los efectos de las correlaciones
puede ser importantes o no, y lo mismo para la interferencia cuántica.































Figura 7.4: Conductancia diferencial como función del voltaje a diferentes temperaturas
para δ = 0.0112. Otros parámetros como en la Fig. 7.1.
En la Fig. 7.4 la conductancia diferencial dI/dVb vs Vb se muestra para un
determinado campo δ muy cerca de TK = 0.011. Esta cifra es ligeramente in-
ferior a TK(SU(4)). El desdoblamiento corresponde a una región intermedia
entre el SU(4) y el SU(2). Para altas temperaturas T = 10 TK , la conductan-
cia diferencial es sólo una Lorentziana con un máximo a voltaje cero. Esto es
sólo un efecto Kondo incipiente. A medida que desciende la temperatura,
en algún momento T = TK , y la conductancia toma valores negativos para
voltajes por encima de δ ∼ TK . Esta conductancia diferencial negativa es
una característica muy interesante que podría ser observada experimental-
mente.
Nuestra interpretación de este resultado es la siguiente. Dado que δ ∼
TK , hay solamente un efecto parcial de interferencia a pequeños voltajes y el
doblete que se encuentra más bajo en energía juega un papel dominante. Sin
embargo, cuando la energía suministrada por la fuente eV aumenta más allá
del desdoblamiento δ, ambos dobletes contribuyen con casi el mismo peso a
la corriente, pero en sentidos opuestos debido a la interferencia destructiva.
Por lo tanto, la corriente empieza a disminuir a medida que el efecto del
doblete excitado aumenta para mayores voltajes aplicados.
Otro efecto de la temperatura finita es la presencia de una depresión en
la corriente como función del desdoblamiento del nivel. Esto se muestra en
la Fig. 7.5, donde la corriente a voltaje fijo Vb = TK(SU(4)) está graficada en
función de δ. A una temperatura finita hay un comportamiento no monó-
tono de la corriente debido a dos efectos que compiten. Uno podría esperar
un aumento monótono de la corriente con el desdoblamiento del nivel como
consecuencia del debilitamiento de la interferencia destructiva. Sin embar-
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Figura 7.5: Corriente en función del desdoblamiento δ para eV = T 4K = 0.016 y diferentes
temperaturas proporcionales a TK(δ). Otros parámetros como en la Fig. 7.1.
go, la temperatura de Kondo TK disminuye fuertemente con δ, y para una
tensión aplicada fija una reducción de TK implica una disminución en la co-
rriente. A bajo V y T = 0, para un nivel con simetría SU(N) , G(V ) = dI/dV
tiene un pico con un ancho del orden de 2TK/e. Por lo tanto la corriente a
tensiones que exceden unos pocos TK/e es aproximadamente proporcional
a TK . La depresión es más pronunciada para temperaturas más bajas.
7.4. Conclusiones
En este capítulo se han abordado las propiedades de transporte fuera de
equilibrio y a temperatura finita para nuestro modelo efectivo. El modelo
contiene dos dobletes, que describen la física de baja energía de sistemas
nanoscópicos con interferencia cuántica. En el régimen de Kondo, cambios
dramáticos en los valores de la conductancia y su dependencia con tempe-
ratura ocurren a medida que el desdoblamiento del doblete cambia con la
acción de algún parámetro externo. Para la interferencia destructiva total, el
modelo interpola entre el modelo de Anderson SU(4) cuando el desdobla-
miento de los dos dobletes es δ = 0, y el modelo habitual SU(2) para gran-
des δ. En el régimen de Kondo, mientras que la temperatura característica
TK aumenta significativamente hacia el límite de SU(4), ambos, la conduc-
tancia de equilibrio (a voltaje V = 0) y la corriente total a tensiones finitas
desaparecen debido a la interferencia destructiva. Para V finito la corriente
total tiene un pico en algún δ debido a la interrelación entre la interferencia y
el efecto Kondo; y para δ ∼ TK , la conductancia diferencial se hace negativa
debido a la interferencia destructiva parcial.
En resumen, teniendo en cuenta la interrelación entre dos efectos rele-
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vantes, es decir, la interferencia cuántica y el efecto Kondo, hemos mostra-
do las consecuencias importantes que esta competencia puede tener sobre
las propiedades de transporte a través de una gran variedad de sistemas
nanoscópicos y moleculares para los cuales nuestro modelo efectivo da una
descripción realista.
CAPÍTULO 8
Transporte a través de una
molécula de benceno en el
régimen de Kondo
8.1 Conexión de los cables a la molécula de benceno.
8.2 La corriente.
8.3 Interferencia destructiva parcial.
8.4 Analogía con la ruptura de simetría SU(4) en el límite de fase φ = π.
8.5 Dependencia de la conductancia con temperatura.
8.6 La fase y el desdoblamiento efectivo.
8.7 Conclusiones.
Nuestro modelo efectivo para describir las propiedades de transporte en
sistemas nanoscópicos que muestran efectos de interferencia está inspirado
en estructuras en forma de anillo, tales como moléculas orgánicas o arre-
glos de puntos cuánticos. En este capítulo se analiza el caso particular de la
molécula de benceno.
Como se discutió en el Capítulo 5, el modelo de Aligia se construye par-
tiendo de los autoestados exactos para un anillo simétrico. Se trata de una
generalización efectiva del Hamiltoniano de Anderson para baja energía
que contiene dos dobletes de espín con momentos opuestos y un singlete
que corresponde al estado neutro. Para el benceno, el singlete representa
el estado fundamental de la molécula neutra, mientras que los dobletes co-
rresponden a tener una sola carga. El ingrediente clave de nuestro modelo
resulta en que no es posible hacer todos los acoplamientos reales mediante
transformaciones de calibre. Hay una fase restante que depende de la sime-
tría de los estados y de la geometría de la conexión. Puede ser pensada como
una diferencia de fase entre los posibles “caminos” para los electrones que
van desde la fuente al sumidero.
El transporte a través de la molécula de benceno se estudió en el régi-
men de Kondo, con la molécula dopada con un electrón o un hueco. Este
es un régimen interesante debido al incremento de la conductancia como
8. Transporte a través de una molécula de benceno en el régimen de Kondo
Figura 8.1: Esquema de los elementos de matriz relevantes a baja energía.
consecuencia del efecto Kondo y también debido a la interrelación entre la
interferencia cuántica y las correlaciones. En el Capítulo 6 presenté resul-
tados que muestran cómo el modelo es adecuado para describir el efecto
Kondo en el caso de un solo doblete hibridado con los electrones de con-
ducción de los cables, donde el modelo posee simetría SU(2), y también el
límite de simetría SU(4) donde los dobletes están degenerados, tienen igua-
les acoplamientos y hay una fase π. Las propiedades de transporte discuti-
das en el Capítulo 7 dan cuenta de los cambios dramáticos que se producen
a medida que la simetría se rompe de SU(4) a SU(2) con un único nivel. En
particular, el efecto de la fase π con plena degeneración es producir inter-
ferencia destructiva total: corriente y conductancia cero en el límite SU(4) a
bajas temperaturas.
La fase depende de la geometría de la conexión y de la simetría de los
estados, como se explica en el Capítulo 5. Se calcularon las propiedades de
transporte en la molécula de benceno con los cables conectados en diferentes
posiciones. Cuando los cables están conectados en el posición para (a 180
grados), el modelo es equivalente al modelo ordinario de la impureza de
Anderson y se recuperan sus propiedades conocidas. Para otras posiciones,
hay una interferencia destructiva parcial en los procesos de co-tunneling
que implican los dos dobletes.
Las características observables del transporte a través de una molécula
de benceno se discuten en este capítulo. La interferencia destructiva parcial
es más bien un efecto débil para ser detectado pero hay características a
energías finitas que aparecen en la conductancia diferencial y que podrían
ser bien observadas en un experimento.
8.1. Conexión de los cables a la molécula de ben-
ceno
Nuestro modelo puede ser pensado como una descripción efectiva de un
anillo de n sitios con un orbital por sitio y simetría Cnv (o Cn), débilmente
acoplado a dos cables, reteniendo para n par, el singlete de más baja energía
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con n partículas y los dos dobletes de menor energía con n + 1 partículas
(electrones o huecos dependiendo el signo del voltaje de compuerta aplica-
do Vg) 1. Para el benceno, n = 6 y el transporte se estudia en un régimen de
Vg para el que se ven favorecidos los dobletes, dando lugar al efecto Kondo.
Usando transformaciones de calibre, tres de los cuatro elementos de ma-
triz de salto entre los dobletes y los cables se pueden hacer reales. La fase φ
del cuarto coeficiente es en general diferente de cero y depende de la posi-
ción de los cables y de los vectores de onda de los estados involucrados. Los
elementos de matriz relevantes de nuestro modelo efectivo están represen-
tados a la derecha en la Fig. 8.1. Es una ilustración del mapeo del problema
de muchos cuerpos a una descripción efectiva para la física de baja ener-
gía, cerca de la degeneración entre los estados con n y n+ 1 partículas en el
sistema. Nuestro modelo efectivo contiene un singlete con vector de onda
total K0 (normalmente 0 o π) y dos dobletes con vectores de onda K1 y K2,
que representan los estados de energía más baja de las dos configuraciones
vecinas de un anillo de n sitios con simetría Cnv. En el caso del benceno, se
corresponden con el estado fundamental singlete, invariante bajo rotaciones
(K0 = 0) y dos dobletes degenerados con vector de onda total ±K, que son
el estado fundamental de la molécula con un electrón o un hueco más. Los
estados | ± K〉 están representados en la parte izquierda de la Fig. 8.1 con
flechas azules y rojas que apuntan en sentidos opuestos.
Para un hueco adicionalK = π/3, mientras que para un electrón añadido













(V νi |iσ〉〈s|cνkσ + H.c.),
donde el singlete |s〉 y los dos dobletes |iσ〉 (i = 1, 2, σ =↑ o ↓) denotan los
estados localizados, c†νkσ crea estados de conducción a la izquierda (ν = L)
o derecha (ν = R), y V νi describe los elementos de matriz de salto entre los
cables y los dos dobletes, asumidos independientes de k.
Como se discutió en el Capítulo 5, este elemento de salto se puede obte-
ner a partir de cálculos realistas de la molécula de benceno. Esta dado por




donde c†jσ crea un electrón (o agujero) con espín σ en el orbital π en el sitio j
(entre 1 y n) de la molécula, jν denota el sitio conectado al cable ν y tν es el
salto de entre este sitio y el cable ν.
Eligiendo adecuadamente las fases en la transformación de calibre |iσ〉 →
eiφi|iσ〉, ambos V Li se pueden hacer reales y positivos, y por simetría refle-
xión V L1 = V L2 .
Usando la simetría de rotación es fácil ver que
V Ri = (tR/tL)V
L
i exp [−i(jR − jL)(Ki −K0)] , (8.2)
1Para n impar, la carga de los dobletes y el singlete se intercambia
8. Transporte a través de una molécula de benceno en el régimen de Kondo
donde Ki es el vector de onda de |iσ〉. La fase de V R1 puede ser absorbida
por una transformación de calibre en cRkσ, haciéndolo real y positivo. El
elemento de matriz restante es V R2 = V R1 e−iφ, donde φ = (jR− jL)(K2−K1).
Este resultado es general para una geometría de anillo.
(a)
(b)
Figura 8.2: Conexión de la molécula de benceno en posición (a) para y (b) meta.
Para el benceno K2 −K1 ≡ ±2π/3. Como se muestra en la Fig. 8.2, si los
cables están conectados en la posición para (jR − jL = 3), φ ≡ 0, mientras
que en la posición orto (jR − jL = 1) o meta (jR − jL = 2), φ ≡ ±2π/3. Donde
el signo de φ no afecta nuestros resultados.
Para simplificar supondremos |tR/tL| = 1 en los cálculos que se presen-
tan. Entonces, los saltos de los cables a los estados relevantes de la molécula
de benceno son V L1 = V L2 = V R1 = V , V R2 = V e−iφ, con φ = 0 para la posición
para y φ = ±2π/3 para las otros dos posibilidades de conexión de los cables.
Para φ = 0, el estado
|Bσ〉 = (|1σ〉 − |2σ〉)/
√
2
se desacopla de los cables y las propiedades de transporte del sistema son
las mismas que las de un solo nivel
|Aσ〉 = (|1σ〉+ |2σ〉)/
√
2
conectado a los cables, con elementos de salto
√
2V , que es el límite bien
conocido SU(2).
Como se analiza a continuación, para φ = 2π/3, los resultados son simi-
lares a lo que pasaría si hubiera un desdoblamiento de energía δ̃ entre los
dobletes. Éstos pueden ser analizados en analogía con el efecto de un des-
doblamiento verdadero δ en el límite S(4)U (presentados en los Capítulos 6
y 7).
8.2. La corriente 
8.2. La corriente
El cálculo de la corriente a través de la molécula de benceno, descripto
por nuestro modelo efectivo, debe realizarse con la expresión general que
se deriva en el Capítulo 3 y que se particulariza en el Capítulo 6. Esta ex-
presión es apropiada para cuantificar la corriente a través de una región con
interacciones entre electrones a temperatura y voltaje finito. Está dada prin-






+ (ΓL(1− fL(ω))− ΓR(1− fR(ω)))G<d (ω)],
donde el signo +(−) corresponde al caso en el que los dobletes tienen un
electrón (hueco) más que el singlete, fν(ω) = [exp[(ω−µν)/kT ] + 1]−1 donde
µν es el potencial electro-químico del cable ν y Γν , G<d y G
>
d son matrices
de 2× 2: la matriz de la hibridación, las funciones de Green menores y ma-
yores. En particular, teniendo la densidad de estados no perturbada de los
electrones de conducción por espín ρ = 1/(2D), donde 2D es el ancho de

















Donde es claro que, excepto para φ = 0, ΓL no es proporcional a ΓR.
Como consecuencia, los trucos empleados para relacionar la conductancia a
Vb = 0 con la densidad de estados no pueden ser utilizados. La conductancia
G = dI/dVb tiene que ser obtenida mediante la diferenciación numérica de
la corriente, incluso para Vb → 0.
















y de manera similar para Tr(ΓLG≶d ) reemplazando φ por 0. A partir de la
definición de las funciones de Green G≶ij(t) = −G
≶
ji(−t) y después de una


















2 = 1 , i = 1, 2. También Γ corresponde a dos veces el ancho
del nivel resonante ∆ = 0.5. El presente estudio se centra en el régimen de
tensiones de compuerta tal que Es − Ei  ∆, para el cual las correlaciones
juegan un papel más importante, tiene lugar el efecto Kondo y la conduc-
tancia es mayor. El nivel de Fermi de los cables sin tensión aplicada se pone
a cero y también la energía del singlete, εF = Es = 0. Se considera que el
voltaje Vb cae de forma simétrica, por lo tanto, µL = eVb/2 y µR = −eVb/2.
8. Transporte a través de una molécula de benceno en el régimen de Kondo





























































































Figura 8.3: Conductancia diferencial de una molécula de benceno a baja temperatura en
función del voltaje para varios valores de la energía de los dobletes con los cables conectados
en posición para (línea discontinua roja) y orto o meta (línea negra continua).
Los principales resultados de las propiedades de transporte a través de
una molécula de benceno se muestran en la Fig. 8.3. La conductancia dife-
rencial G = dI/dVb en función del voltaje Vb, se muestra para las dos cone-
xiones no equivalentes de los cables: los cables conectados a 180 grados (en
la posición para), correspondiente a φ = 0, y para los cables a 60 ó 120 gra-
dos, para las cuales φ = ±2π/3 (éstas son las posiciones orto y meta). En la
figura, la conductancia se muestra sólo para voltajes positivos en una escala
logarítmica. Los tres paneles diferentes corresponden a diferentes posicio-
nes de los dobletes E1 = E2 = Ed con respecto al nivel de Fermi.
En todos los paneles, las curvas rojas discontinuas corresponden a la po-
sición para, es decir, φ = 0. En este límite, hay una combinación lineal de los
8.3. Interferencia destructiva parcial 
dobletes que se desacopla de los cables y el problema es equivalente al de
transporte a través de un solo nivel con degeneración de espín. Este límite
se estudió en el Capítulo 6, G muestra un solo pico centrado cerca de ten-
sión cero, cuyo ancho es del orden de 2TK/e, donde TK es la temperatura
de Kondo. En el régimen de Kondo ésta es la única escala relevante. El va-
lor de TK se puede obtener de forma experimental por diferentes medios.
En el Capítulo 6 y el Capítulo 7 se mostró que un medio del ancho a mi-
tad del máximo de la resonancia Kondo en la densidad de estados a bajas
temperaturas es una buena estimación de la temperatura de Kondo. En las
propiedades de transporte, es posible determinar TK de la mitad del ancho
del pico a voltaje cero en la conductancia diferencial G(Vb) para T = 0. Tam-
bién puede ser definida como la temperatura a la que G(T ) para Vb = 0 cae
a la mitad del valor máximo G(T = 0). Los valores de TK que resultan de
estas definiciones son todas del mismo orden. Esto es natural dado el com-
portamiento universal esperado para el modelo de Anderson (de un nivel
individual) en el régimen de Kondo, en la que sobrevive sólo una escala de
energía.
Como se muestra en la Fig. 8.3, el pico de φ = 0 (curva roja discontinua)
se estrecha a medida que la energía Ed es más negativa. La temperatura de
Kondo varía exponencialmente con Ed, dando como consecuencia que el
ancho de pico central observado en la figura también disminuya exponen-
cialmente. En aras de claridad en las comparaciones, los cálculos en la Fig.
8.3 corresponden a T = 0.05 TK , con TK determinada a partir de la mitad de
la ancho a media altura de la densidad de estados.
Cuando la molécula se conecta a los cables a 60 o 120 grados, se producen
tres cambios principalmente en G(Vb) en comparación con el caso φ = 0: i)
el máximo de G(0) es menor, ii) el pico central es más estrecho y escalea de
una manera diferente con Ed y iii) dos nuevos picos aparecen a Vb finito.
i) El hecho de que la conductancia se reduce con respecto a φ = 0 es
debido al efecto de la interferencia destructiva parcial entre la corriente
transmitida por los dos dobletes. En la posición para (φ = 0) todos los aco-
plamientos a los conductores tienen el mismo signo, G(0) es igual al cuanto
de conductancia 2e2/h para acoplamiento simétrico a los cables. En el ca-
so contrario (hipotético para el benceno) de φ = π, existe una interferencia
destructiva perfecta y G se anula. El transporte a través de la molécula de
benceno conectada en las posiciones orto o meta, corresponde a una situa-
ción intermedia (φ = ±2π/3) y, por tanto, un valor intermedio de G(0) es
esperado.
ii) Las funciones de Green no diagonales que son no nulas para φ = 2π/3
mezclan los dobletes. El efecto de esta mezcla es la apertura de un desdobla-
miento efectivo δ̃. Es como tener dos dobletes no degenerados. El estrecha-
miento del pico de la conductancia es una consecuencia de la reducción de la
temperatura de Kondo debido a este desdoblamiento efectivo. Como se ve-
rá más adelante, el desdoblamiento efectivo tiene una dependencia 1/|Ed|
(para Ed  ∆). Esta es la razón por la que el pico es más estrecho para
Ed = −5 en la Fig. 8.3. La TK se reduce fuertemente respecto a φ = 0 para



























Figura 8.4: Conductancia diferencial para φ = π y diferentes valores del desdoblamiento
del nivel localizado.
el mismo Ed. Además, δ̃ también modifica el escaleo de la temperatura de
Kondo con la energía. Es muy interesante notar que a medida que el des-
doblamiento es más pequeño, el valor de la conductancia en Vb = 0 es más
pequeño y el efecto de la interferencia destructiva parcial se incrementa.
iii) Para un acoplamiento asimétrico a los cables, que suele ser el caso en
el transporte a través de moléculas en dispositivos construidos por electro-
migración (o en configuraciones STM), G(0) disminuye fuertemente y no
es posible distinguir entre los cables conectados a la molécula de ben-
ceno en diferentes posiciones a partir del valor máximo de G. Aunque
existe una clara dependencia con la energía del nivel localizado a través del
desdoblamiento efectivo, la conductancia disminuye ligeramente. La carac-
terística con la que sería más probable distinguir experimentalmente entre
las diferentes posiciones de los cables es la presencia de los picos satélite
en G(Vb). Estos parecen depender débilmente de la energía Ed, en contras-
te con el ancho del pico central. Estos picos representan posibles procesos
de transporte a energía finita y son una consecuencia de la apertura de una
separación efectiva en la energía entre los dobletes.
Tal como se muestra a continuación, todos estos resultados pueden en-
tenderse a la luz de nuestro estudio anterior del efecto Kondo SU(4) con un
campo δ que rompe la simetría.
8.4. Analogía con la ruptura de simetría SU(4) en
el límite de fase φ = π
El efecto de la fase φ = ±2π/3 en las propiedades de transporte puede
ser entendido en comparación con el caso de interferencia destructiva total
de φ = π. Este límite no es posible en el benceno pero conduce a una simetría
SU(4) efectiva cuando los dobletes están degenerados y los acoplamientos a
8.4. Analogía con la ruptura de simetría SU(4) en el límite de fase φ = π

































Figura 8.5: (a) Densidad espectral de equilibrio para los dobletes del benceno como función
de la frecuencia, en las posiciones meta y orto a diferentes temperaturas. (b) Densidad
espectral total en equilibrio como función de la frecuencia para el modelo efectivo con φ = π,
T = 0.05 TK y diferentes valores del desdoblamiento del nivel.
izquierda y derecha son iguales. En el último capítulo se consideró el efecto
de un campo δ que rompe la simetría separando a los dobletes E2 = E1 + δ.
La conductancia diferencial para φ = π y para tres valores diferentes de δ
se muestra en la Fig. 8.4. La escala de voltaje es logarítmica para apreciar
mejor la similitud. Claramente, G(Vb) es cualitativamente similar al resulta-
do correspondiente para el benceno con cables conectados en las posiciones
meta u orto.
La conductancia, que se anula en el límite SU(4) para δ = 0, es restaura-
da por un δ finito y dos picos en eVb = ±δ aparecen. El efecto del desdobla-
miento consiste por lo tanto en: i) un aumento de la conductancia que fue
suprimida debido a la interferencia destructiva (G aumenta con δ tan pronto
como δ > TK(SU(4))), ii) un estrechamiento del pico de conductancia debi-
do a la reducción de la temperatura de Kondo. TK interpola entre el límite
de SU(4) para δ = 0 y el límite SU(2) de un nivel para δ →∞. Ésta última es
órdenes de magnitud menor. iii) Hay procesos inelásticos de energía finita
que son posibles debido al desdoblamiento de los dobletes. Esto conduce a
picos en la conductancia diferencial en eVb = ±δ.
Esta similitud sugiere interpretar los resultados para el benceno a partir
de los de φ = π y δ = 0 considerando la diferencia entre el acoplamiento
V L2 para φ = ±2π/3 y φ = π como una perturbación. No hay acoplamiento
directo entre los dobletes y por lo tanto la corrección tiene que ser al menos
de segundo orden (ir a los cables desde el doblete 1 y volver al doblete 2,
etc.). Esta perturbación, a segundo orden, introduce entre otros efectos, una
mezcla efectiva entre los niveles proporcional a V 2/|Ed|, lo que conduce a un
desdoblamiento de los dobletes. De hecho, la posición de los picos satélite
en la Fig. 8.3 (que varía entre 0.3 para Ed = −3 a 0.22 para Ed = −5) es más
o menos consistente con una dependencia 1/|Ed| .
Siguiendo el mismo razonamiento, la comparación de las densidades de
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estados ayuda a poner a prueba aún más esta interpretación de los resulta-
dos. En la Fig. 8.5 la comparación entre φ = 2π/3 y φ = π se muestra para
diferentes valores de δ. La densidad de estados de ambos dobletes para el
benceno conectado a los cables en las posiciones meta y orto está representa-
da en la Fig. 8.5(a) para diferentes temperaturas. Cuando T disminuye por
debajo de TK , no sólo un pico se desarrolla cerca de la energía de Fermi,
sino también dos picos satélite (el más prominente para frecuencias positi-
vas) están claramente presentes. En la Fig. 8.5(b) la densidad total de estados
(sumando ambos niveles) se muestra para φ = π a temperaturas muy bajas.
En este caso, el pico cerca de la energía de Fermi corresponde al doblete de
más baja energía y el pico cerca de δ corresponde al de más alta energía. En
contraste, cada pico en la Fig. 8.5(a) proviene de alguna combinación lineal
de los dos dobletes. A pesar de esta diferencia, la similitud de las densida-
des de estados sugiere un origen físico común del desdoblamiento de los
picos en la densidad espectral, que a su vez da lugar a los picos secunda-
rios en G(Vb) (aunque las densidades de estados se modifican con el voltaje
aplicado y los picos se desvanecen).
En los Capítulos 6 y 7 el efecto de un campo de ruptura de simetría
δ = E2−E1 en el límite SU(4) mostró que la temperatura de Kondo se reduce
hasta el límite SU(2) cuando δ → +∞. El efecto de δ en TK es pequeño
si δ < TK(SU(4)), mientras que para mayor δ, TK disminuye fuertemente.
Por lo tanto, el hecho de que la escala de energía efectiva en las posiciones
orto y meta es menor que en la posición para (comparar los anchos de los
picos centrales en la Fig. 8.3) puede ser interpretado como un efecto del
desdoblamiento efectivo del nivel causado por la fase de φ diferente de π.
En otras palabras, parece que la posición de los picos secundarios en G(Vb)
(o las densidades de estado) y la protuberancia en G(T ) indican un δ̃, que
disminuye la escala de energía característica TK .
8.5. Dependencia de la conductancia con la tem-
peratura
La importancia de las correlaciones en el régimen de Kondo se puede
perder en los experimentos debido al límite dado por la temperatura más
baja accesible. La dependencia exponencial de la temperatura de Kondo con
los parámetros físicos hace que sea muy difícil estudiar algunos regímenes o
“permanecer” dentro de los límites en donde un efecto dado está presente.
Esta es una motivación adicional para estudiar la dependencia de las pro-
piedades de transporte discutidas aquí con temperatura. En la Fig. 8.6 la
evolución de la conductancia con la temperatura G(T ) para Vb = 0 se mues-
tra para tres valores de Ed, en el caso en que los cables están conectados en
las posiciones orto o meta, es decir, con φ = ±2π/3. Como se ha explicado, la
conductancia G(T ) se obtiene diferenciando la corriente.
La escala relevante en el régimen de Kondo es la temperatura de Kondo
TK . A pesar del hecho de que es muy diferente para cadaEd, el escaleo T/TK























Figura 8.6: Conductancia como función de la temperatura para los cables conectados en las
posiciones orto o meta para varios valores de energía de los dobletes.
permite mostrar todas las curvas juntas. La temperatura de Kondo se obtie-
ne a partir del ancho mitad a la mitad del máximo en la densidad de estados
de equilibrio ρiσ(ω): TK es 3. 10−2, 3.6 10−3 y 4.8 10−4 paraEd = −3, −4 y−5,
respectivamente. Debido a una limitación de la técnica numérica, la tempe-
ratura más baja es 0.1 TK .
Primero, una vez que se escalea con la temperatura de Kondo, todas las
curvas tienen casi la misma dependencia funcional. Están cerca de la curva
universal que se espera en el régimen de Kondo SU(2) para un nivel aunque
aquí hay una segunda escala δ presente. En segundo lugar, el máximo de la
conductancia a bajas temperaturas es muy similar para Ed = −3 y Ed = −4
y próximo al valor ideal 2e2/h, pero disminuye para Ed = −5. De acuerdo a
nuestra interpretación, esto es una consecuencia de la reducción del desdo-
blamiento efectivo δ̃ con |Ed| que aumenta la interferencia destructiva. En
tercer lugar, de manera similar al efecto del voltaje, a medida que aumenta
la temperatura, los procesos que requieren de una energía finita se vuel-
ven activos y contribuyen al transporte. En este caso, los picos satélite en la
densidad de estados a bajas temperaturas, que estaban desde ω = 0.3 para
Ed = −3 a 0.22 para Ed = −5, dan lugar a una estructura en G(T ) en T/TK
cerca de 10, 70 y 400 para Ed = −3, −4 y−5, respectivamente. Mientras que
para Ed = −3 esta estructura está oculta en el pico principal, una especie
de protuberancia es evidente para los otros valores de Ed en las posiciones
correspondientes, como se muestra en el recuadro interior de la Fig. 8.6.
8.6. La fase y el desdoblamiento efectivo
En esta sección presento un simple cálculo para apoyar nuestro argu-
mento sobre cómo la fase φ 6= π se relaciona con una separación efectiva
entre los dobletes.
Teniendo en cuenta sólo la contribución orbital, la hibridación es explí-





(V νi |i〉〈s|cνkσ +H.c.)
=
(
V L1 |1〉〈L|+ V R1 |1〉〈R|+ V L2 |2〉〈L|+ V R2 |2〉〈R|+H.c.
)
,
donde V L1 = V L2 = V R1 = V , V R2 = V e−iφ. Si se toma en cuenta este acopla-
miento perturbativamente a segundo orden en V , aparece una corrección al
Hamiltoniano dada por los procesos de pasar de |i〉 a la banda (izquierda o



































































(1 + eiφ)|1〉〈2|+ (1 + e−iφ)|2〉〈1|
]
,








donde los valores propios son λ = ±V
22 cos(φ/2)
Ed
, con vectores propios
|g〉 = [|1〉+ e−iφ/2|2〉]/
√
2,
|e〉 = [|1〉 − e−iφ/2|2〉]/
√
2.











Esto daría la dependencia ∼ 1/|Ed|.
En la nueva base se puede encontrar el nuevo acoplamiento efectivo a la
izquierda y a la derecha. La parte de la hibridación que surge de la aplica-
ción del Hamiltoniano a estos autoestados es
H|g〉 → V
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2 cos2(φ/4), ∆e = 4πρ0V
2 sin2(φ/4),
son el efecto total del acoplamiento a izquierda y derecha. Éstos pueden ser
pensados como resultantes de acoplamientos efectivos diferentes para cada
nivel: Vg = 2V cos(φ/4) y Ve = 2V sin(φ/4). En el caso de φ = 0, ±2π/3, π,
los acoplamientos efectivos son ∆g = 2, 3/4, 1/2 [∆] y ∆e = 0, 1/4, 1/2 [∆].
El significado de esto es muy razonable. Para φ = 0, el autoestado excitado
|e〉 = [|1〉− |2〉]/
√
2 está desacoplado de los cables y el transporte se produce
a través de un solo nivel efectivo [|1〉 + |2〉]/
√
2. Para φ = π, el desdobla-
miento es cero y los autoestados |g/e〉 = [|1〉 ∓ i|2〉]/
√
2 están igualmente
acoplados. En el caso de φ = ±2π/3 algo intermedio sucede. Hay una sepa-
ración finita y los autoestados |g/e〉 = [|1〉±e−iπ/3|2〉]/
√
2 no están acoplados
por igual: ∆g = 3/4 [∆] y ∆e = 1/4 [∆].
El desdoblamiento se puede derivar de manera diferente teniendo en
cuenta la teoría de escala de Haldane [Haldane, 1978a]. De acuerdo con el
resultado de Haldane el hecho de que el acoplamiento de los niveles no sea




























. Para φ = 0, ±2π/3, π, los desdoblamientos









. Estos resultados se comparan en
la Fig. 8.7.
8.7. Conclusiones
Cuando se presentó el límite SU(4) para φ = π en los Capítulos 6 y 7, se
señaló que la condición de alta simetría puede romperse por diferentes me-
dios, pero que sin embargo, la física fundamental podía ser entendida con
las mismas ideas. En nuestro modelo efectivo, se logra el límite SU(4) para















Figura 8.7: Comparación entre el desdoblamiento dado por la Ec. (8.3) y de acuerdo a la
teoría de Haldane, por la Ec. (8.4) con la posición de los picos satélite en las densidades de
estados.
dobletes degenerados E1 = E2, con acoplamientos iguales V1 = V2 a la dere-
cha y a la izquierda, y para φ = π. El principal resultado es que en este límite
se encuentra interferencia destructiva total en las propiedades de transpor-
te. Cuando la simetría se rompe por un desdoblamiento de los dobletes en
energía δ, la conductancia se restablece cuando δ > TK(SU(4)), la tempera-
tura de Kondo cae abruptamente y dos picos a energía finita aparecen en la
conductancia diferencial a eVb ∼ ±δ.
En este capítulo, se estudió el modelo efectivo para φ = 0 y φ = ±2π/3.
En el primer caso, una de las combinaciones lineales de los dobletes se des-
acopla de los cables y las propiedades de transporte son las mismas que para
un sólo doblete. No hay interferencia. En el segundo caso, la interferencia
destructiva es parcial, la temperatura de Kondo se reduce con el respeto
a φ = 0, y hay picos secundarios en la conductancia diferencial. Nuestra
interpretación de los resultados es que partiendo de φ = π, el efecto de
φ = ±2π/3 es mezclar los dobletes introduciendo un desdoblamiento efec-
tivo δ̃ ∼ V 2/|Ed|. Cuando Ed es más grande, la separación es más pequeña
y hay más interferencia destructiva. Los picos de voltaje finito corresponde-
rían a ±δ̃ y la reducción de la temperatura de Kondo sería causada también
por este desdoblamiento.
Para que nuestros resultados sean válidos, el acoplamiento a los cables
debe ser lo suficientemente pequeño para que los estados excitados, no in-
cluidos en el Hamiltoniano efectivo, no jueguen un papel importante. El
efecto de estos estados puede ser estimado para cada caso particular. Por
otra parte, no se ha considerado el efecto de los fonones. Esto puede modi-
ficar los parámetros efectivos del modelo y también afectar a los fenómenos
de interferencia. Esta discusión continúa en el Capítulo 13.
El transporte a través de una molécula de benceno es un caso particular
de nuestro modelo efectivo para tratar fenómenos de interferencia en sis-
temas interactuantes. En este contexto, nuestro modelo puede ser pensado
como el Hamiltoniano efectivo para el transporte a través de un anillo simé-
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trico con un orbital por sitio, incluyendo un singlete y dos dobletes degene-
rados de una configuración vecina a la del anillo aislado. El Hamiltoniano
efectivo resultante describe situaciones sin embargo más generales. La in-
terferencia destructiva parcial se produce en general cuando dos niveles con
N partículas están cerca a otro conN±1 electrones. Por lo tanto, la situación
de un singlete y dos dobletes aparece con frecuencia. A partir de los vecto-
res de onda de estos estados, es fácil calcular la fase φ del modelo efectivo
siguiendo las líneas de este capítulo. Por lo tanto, nuestro formalismo se
puede utilizar en una variedad de sistemas físicamente relevantes.
PARTE II
Espectroscopía orbital del efecto
Kondo
CAPÍTULO 9
Espectroscopía orbital del efecto
Kondo en un sistema de dos
puntos cuánticos
“Imagination is more important than knowledge. For knowledge is limited
to all we now know and understand, while imagination embraces the
entire world, and all there ever will be to know and understand.”
A. Einstein.




9.2 Propiedades de transporte de no equilibrio.
[9.2.1] El caso SU(4).
[9.2.2] El efecto del desdoblamiento δ.
9.3 Las densidades de estados fuera de equilibrio.
9.4 La configuración STS.
9.5 Conclusiones.
El efecto Kondo es uno de los fenómenos más estudiados en sistemas de
materia condensada fuertemente correlacionados y sigue siendo un tema
de gran interés. Observado originalmente en sistemas de impurezas mag-
néticas en metales, el efecto Kondo ha reaparecido, más recientemente, en el
contexto de los sistemas semiconductores de puntos cuánticos (QD), como
“impurezas” únicas. El efecto Kondo se caracteriza por la aparición de un
estado fundamental de muchos cuerpos singlete formado por el espín de las
impurezas y los electrones de conducción en el mar de Fermi. La energía de
enlace de este singlete es del orden de la temperatura característica TK por
debajo de la cual los efectos del “apantallamiento” del espín de la impureza
se manifiestan en las diferentes propiedades físicas.
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cuánticos
La naturaleza de muchos cuerpos de la función de onda Kondo es muy
difícil de explorar en el caso de un nivel localizado con degeneración de es-
pín. Las componentes de espín hacia arriba y hacia abajo de la función de
onda que entrelazan electrones en la banda de conducción y electrones lo-
calizados, no se pueden medir por separado, al menos en una forma limpia
y fácil. El punto clave es que sería necesario contar con sondas resueltas
en espín, para probar estas contribuciones de forma independiente. En un
experimento pensado, la aplicación de un campo magnético permitiría el
estudio de la evolución de las contribuciones de cada espín a medida que
el estado Kondo muere una vez que el desdoblamiento Zeeman supera la
temperatura de Kondo.
Como propusieron Amasha et al. [2013], este problema puede evitarse
si el sistema tiene degeneración adicional orbital. En el caso de degenera-
ción de espín más orbital, es posible lograr un efecto Kondo más robusto,
i.e. con mayor temperatura de Kondo TK . Desde el punto de vista experi-
mental, esto puede ser realizado en un sistema de dos puntos cuánticos con
una fuerte repulsión entre ellos. En algún régimen de parámetros, la energía
necesaria para la adición de un electrón en cualquier punto resulta la misma
y en ausencia de campo magnético, la degeneración es 4 y el sistema puede
ser descrito con un modelo de Anderson SU(4).
Es importante notar que hay cuatro posibles ocupaciones y cuatro ban-
das de electrones diferentes. Esto es porque cada uno de los puntos está
acoplado a un par de cables fuente-sumidero de forma independiente. La
función de onda en el régimen de Kondo SU(4) entrelaza electrones locali-
zados en un punto y en el otro con espín hacia arriba y hacia abajo con los
electrones de conducción en los cables. En este contexto, la estructura orbi-
tal de la función de onda puede ser estudiada, ya que hay sondas resueltas
en el índice orbital. Además, es posible aplicar potenciales químicos dife-
rentes con el fin de estudiar el transporte de no equilibrio y la influencia de
un punto sobre el otro en la presencia de correlaciones.
La ruptura de la simetría con campo magnético en el caso de degene-
ración de espín se puede sustituir en este sistema por un campo pseudo-
magnético que se controla con voltajes electrostáticos que des-sintonizan las
energías de los niveles fuera del punto de degeneración orbital. Los grados
de libertad adicionales (orbitales) se identifican como pseudo-espines y es-
te desdoblamiento de energía es como un desdoblamiento pseudo-Zeeman.
La ruptura de la simetría conduce a una transición entre el efecto Kondo
SU(4) a un SU(2) de un nivel (debido a la degeneración espín restante). El
estudio del efecto Kondo en esta transición permite el análisis de la estruc-
tura de la función de onda. El efecto de la desdoblamiento de pseudo-espín
también se puede detectar en las propiedades de transporte ya que procesos
inelásticos se vuelven accesibles y las correlaciones conducen a contribucio-
nes cruzadas no triviales.
En el contexto de nuestro modelo de interferencia introducido en el Ca-
pítulo 5 el efecto Kondo SU(4) y también la transición de SU(4) a SU(2) bajo
el efecto de un campo que rompe la simetría fueron analizados en los Ca-
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Figura 9.1: (a) Esquema de la configuración experimental. (b) Diagrama de estabilidad que
muestra las ocupaciones estables de ambos puntos cuánticos en función de las energías de
los niveles localizados respectivos.
pítulos 6 y 7. Con la modificación apropiada, estudiamos la física de la es-
pectroscopía orbital del Kondo bajo la luz de nuestros resultados anteriores.
Este es el objeto del presente capítulo.
9.1. El sistema de dos puntos cuánticos
El sistema que ha demostrado recientemente ser adecuado para llevar
a cabo la espectroscopía de pseudo-espín del estado Kondo está formado
por dos puntos cuánticos acoplados capacitivamente, cada uno conectado a
su propio par de cables fuerte-sumidero (véase la Fig. 9.1). El pseudo-espín
está definido por la ocupación orbital de uno u otro punto y la espectros-
copía puede hacerse mediante el control independiente de los voltajes de
los cuatro cables. La ventaja de los puntos cuánticos semiconductores es el
gran control de los parámetros. En particular, la ocupación de los puntos
cuánticos se puede variar usando tensiones de compuerta.
Antes de la discusión de las propiedades de transporte de este sistema,
algunos conceptos importantes se presentan a continuación. Éstos son útiles
para comprender los diferentes escenarios de transporte y para tener una
idea de cuáles son los parámetros relevantes.
9.1.1. Introducción preliminar
El confinamiento electrostático de los electrones en los puntos cuánticos
da lugar a un conjunto de niveles localizados con energías ei(N) que depen-
den del número N de electrones. Con el fin de describir las propiedades de
transporte es más útil trabajar con un esquema de las energías de adición,
es decir, con las energías que corresponden a un nuevo electrón (o agujero)
añadido al sistema e(N − 1) − e(N) 1. Esto es muy adecuado cuando la re-
1A bajas temperaturas es suficiente considerar el estado fundamental para N electrones
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Figura 9.2: (panel izquierdo) Representación de las energías de adición para el nivel locali-
zado en diferentes posiciones con respecto al nivel de FermiEF . La parte azul del rectángulo
representa los estados ocupados en la banda de conducción. Sólo se considera un nivel de
energía Ed. La adición de otro electrón requiere una energía extra U que representa la re-
pulsión de Coulomb. Los diferentes regímenes (ver texto) se llaman: (i) orbital vacío, (ii)
y (iv) valencia intermedia, (iii) régimen de Kondo y (v) orbital lleno. (panel derecho) Con-
ductancia de equilibrio G (eje izquierdo) y ocupación (eje derecho) calculadas en respuesta
lineal con la aproximación one-crossing (OCA) para diferentes posiciones de Ed. La OCA
extiende la NCA a los casos con U finito.G está en unidades deG0 = 2e2/h, la repulsión de
Coulomb es U = 32 y la mitad del ancho de banda es D = 43. Como se explica en el texto,
el comportamiento observado es coherente con los diferentes regímenes que se muestran en
el panel izquierdo. Hay dos picos que corresponden a Ed = EF y Ed + U = EF donde la
ocupación (línea discontinua roja) cambia de 0 a 1 y de 1 a 2, respectivamente.
pulsión de Coulomb no es despreciable. Por ejemplo, el primer electrón se
puede añadir pagando una energía Ed y el siguiente, una energía Ed + U ,
para alcanzar el mismo nivel con diferente espín. Aquí U es el costo ener-
gético de la repulsión electrón-electrón. En el panel izquierdo de la Fig. 9.2,
las energías de adición en el caso de un nivel localizado (Ed y Ed + U ) están
representadas en diferentes posiciones con respecto al nivel de Fermi EF .
La ventaja de los puntos cuánticos semiconductores es que la posición de
las energías de adición con respecto al nivel de Fermi se puede controlar
con una tensión de compuerta. Esto permite explorar diferentes regímenes
de transporte.
En particular, hay puntos interesantes para el transporte donde las ener-
gías de adición coinciden con el nivel de Fermi de los electrones de conduc-
ción de los cables 2. El significado físico de esto es que el costo energético
para agregar un electrón en el sistema es cero con respecto al nivel de Fer-
mi, es decir, un electrón de conducción puede ocupar (o dejar) los estados
localizados sin pagar energía extra. Esta es la condición resonante.
En el panel de la derecha de la Fig. 9.2, la conductancia (eje izquierdo)
y la ocupación (eje derecho) calculadas en el régimen de respuesta lineal
se muestran como función de la energía Ed. El cálculo se ha hecho con la
aproximación one-crossing (OCA) que extiende adecuadamente a la aproxi-
2Supuestos ambos en equilibrio
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mación non-crossing (NCA) para incluir una repulsión de Coulomb finita
U 3 [Haule et al., 2001] [Tosi et al., 2011]. En la figura, U = 30∆, EF = 0
y la conductancia G está en unidades de G0 = 2e2/h. El comportamiento
de G puede entenderse teniendo en cuenta los diferentes regímenes que se
muestran en el panel izquierdo. Cuando la energía Ed es mayor de EF , no
hay estados disponibles para la conexión entre la fuente y el sumidero. Esto
se llama régimen de orbital vacío y es el caso (i) en el panel izquierdo. La
ocupación (línea roja discontinua) y la conductancia son casi cero.
Tan pronto como Ed ∼ EF , la conductancia y la ocupación comienzan a
crecer. Hay un pico de conductancia, o un salto en la corriente. Esto puede
formularse más precisamente en términos del ancho del nivel resonante ∆
que cuantifica la intensidad del acoplamiento entre los niveles localizados
y las bandas de conducción. La carga comienza a fluctuar entre 0 y 1 tan
pronto como Ed −EF . ∆. Esto se llama régimen de valencia intermedia y
es el caso representado en (ii). Es interesante notar que no hay dos electrones
que entran al sistema al mismo tiempo. Esto es debido al costo de energía U
de la repulsión de Coulomb. Este efecto se llama bloqueo de Coulomb y es
importante cuando U  ∆.
En el rango de energía EF − Ed  ∆ y Ed + U − EF  ∆, la ocupación
está fija en 1 (véase el caso (iii) en el panel izquierdo de la figura). Este es el
régimen de Kondo. Para tensiones de compuerta inferiores (caso (iv)), EF −
(Ed + U) ≤ ∆ la ocupación fluctúa entre 1 y 2. Este es también un régimen
de valencia intermedia. Hay otro pico de la conductancia en Ed + U = EF
debido a la adición del segundo electrón en la condición de resonancia. El
nivel está finalmente ocupado con dos electrones (caso (v)) y la conductancia
cae a cero.
Entre los diferentes escenarios, un comportamiento muy interesante se
encuentra en el régimen de Kondo a bajas temperaturas. En este régimen,
la ocupación total es aproximadamente uno. El nivel localizado puede ser
ocupado con un electrón con espín hacia arriba o hacia abajo. Hay un costo
de energía para que los electrones salten del nivel localizado. Sin embargo,
hay procesos virtuales que involucran a electrones en el nivel localizado y
en la banda de conducción como se ilustra en la Fig. 9.3. Las bandas de con-
ducción de espín hacia arriba y hacia abajo se muestran por separado para
enfatizar la doble degeneración. Los rectángulos azules representan los es-
tados ocupados en la fuente y el sumidero; el nivel de Fermi se indica con
una línea a trazos. En el estado inicial, el nivel localizado está ocupado con
un electrón de espín para arriba. En un proceso virtual, el electrón salta a la
banda de conducción del espín correspondiente dejando un agujero. En el
estado final, otro electrón ocupa el nivel localizado. El proceso virtual don-
de los electrones que ocupan la impureza tienen el mismo espín que en el
estado inicial, llevan a una vida media finita del nivel localizado. Ellos son
los responsables del ancho del nivel, es decir, el ancho del nivel resonan-
te. Como se muestra en la Fig. 9.3, un electrón con espín hacia abajo puede
ocupar el nivel vacío. En este proceso hay una inversión de espín. Los pro-
3Incluyendo correcciones de vértice.
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Figura 9.3: Representación de los procesos virtuales de flipeo de espín en el régimen de
Kondo. Por claridad las bandas de electrones de conducción de diferente espín se muestran
por separado. La parte azul corresponde a los estados ocupados en los reservorios a izquierda
y derecha. En el estado inicial, el nivel localizado está ocupado con un electrón de espín
hacia arriba. En el proceso virtual, el electrón salta a la banda de conducción del espín hacia
arriba (cerca del nivel de Fermi) dejando un agujero que puede ser llenado con otro electrón
del mismo espín o con un electrón de la banda de conducción de espín hacia abajo. El primer
caso (corrección de nivel resonante) conduce a una renormalización de la energía y una vida
media finita para el electrón en el nivel localizado. El segundo caso, donde hay inversión del
espín, conduce al efecto Kondo.
cesos de inversión de espín producen correlaciones entre los electrones en el
nivel localizado y en las bandas de conducción. Este es el origen del efecto
Kondo. Si se tienen en cuenta todos estos posibles procesos virtuales, hay
un “apantallamiento” efectivo del momento magnético medio representado
por el nivel degenerado, y el estado fundamental es una función de onda
de muchos cuerpos singlete que entrelaza electrones localizados y de con-
ducción. Hay una energía característica TK en la que estas correlaciones se
vuelven dominantes.
Los electrones de conducción que participan en el estado de muchos
cuerpos Kondo son principalmente aquellos cuyas energías están cerca del
nivel de Fermi. La característica distintiva del efecto Kondo es un incremen-
to de la densidad de estados del nivel localizado en la energía de Fermi. Esto
puede ser interpretado como una consecuencia de la probabilidad finita de
encontrar los electrones localizados en el nivel de Fermi. Una secuencia de
“fotos” de la densidad de estados en función de la temperatura se mues-
tra en la Fig. 9.4. El resultado corresponde a un cálculo con U-NCA 4 [Tosi
et al., 2011]. La energía del nivel localizado es Ed = −2.85 y la repulsión de
Coulomb U = 5.71. La unidad de energía es ∆ = 1. El nivel de Fermi se fija
en cero, EF = 0. A altas temperaturas (panel superior izquierdo) hay dos
picos anchos que corresponden a las energías adición ω = Ed y ω = Ed + U .
4NCA con U finito

















































Figura 9.4: Evolución con temperatura de la densidad de estados del nivel localizado en el
régimen de Kondo. La energía Ed = −2.85, U = 5.71 y D = 11.43. ∆ = 1 es la unidad
de energía. Los resultados corresponden a un cálculo con U-NCA. A altas temperaturas
(panel superior izquierdo) hay dos picos en la densidad de estados que corresponden a las
energías adición de Ed y Ed + U (véase el panel izquierdo de la Fig. 9.2). A medida que
la temperatura disminuye, hay un aumento de la densidad de estados en el nivel de Fermi,
EF = 0. Esta es una de las características identificatorias del efecto Kondo. Los electrones
que participan en el estado de muchos cuerpos son principalmente aquellos con energías
cerca de EF .
A medida que la temperatura disminuye, hay un aumento de la densidad
de estados en ω = 0. Esta una de las firmas del efecto Kondo.
Este incremento de la densidad de estados del nivel localizado se obser-
va en las propiedades de transporte como un aumento de la conductancia a
voltaje cero. Esto está sugerido en la ilustración de la Fig. 9.3. En el régimen
de Kondo, los electrones pueden pasar de la fuente al sumidero a través de
los procesos virtuales de inversión de espín. El comportamiento de la con-
ductancia es diferente al que se muestra en el panel derecho de la Fig. 9.2
a temperaturas más bajas (T < TK) y una meseta aparece en entre los dos
picos. A T = 0, la conductancia sería constante e igual a 2e2/h en la región
entre los dos picos de conductancia.
Estas características esenciales son muy útiles para entender el sistema
de dos puntos cuánticos. Cada uno de los puntos tiene un conjunto discre-
to de niveles de energía. Si los puntos cuánticos no interactúan, es decir, si
no hay repulsión mutua (y no hay tunneling entre ellos), la ocupación de
cualquiera de los puntos puede ser considerada por separado. Como se ha
explicado, estas ocupaciones se pueden controlar con tensiones de compuer-
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Figura 9.5: Mapa de estabilidad para un sistema de dos puntos cuánticos que muestra la
ocupación estable de cada punto (N1, N2) en función de los voltajes de compuerta Vg1 y
Vg2. En (a) no hay intercomunicación entre los puntos cuánticos y la variación de uno de
los voltajes de compuerta no afecta al otro punto. Además, los puntos son independientes (no
interactuantes). En (b) no solo hay una intercomunicación indicada por la inclinación de las
líneas, sino también hay una repulsión entre los puntos. Esto convierte a los rectángulos de
ocupaciones estables en hexágonos. Hay líneas de coexistencia que separan configuraciones
con el mismo número total de electrones.
ta Vgi. Puesto que hay dos puntos cuánticos, es posible construir un mapa
de las ocupaciones estables (N1, N2) en función de Vg1 y Vg2. Esto se mues-
tra en la Fig. 9.5. En (a) las ocupaciones estables se muestran en el caso en
que los puntos cuánticos son independientes y no hay intercomunicación.
El mapa de ocupación tiene forma de tablero de ajedrez. A Vg2 fijo, la ocu-
pación se puede variar de (N1, N2)→ (N1 + 1, N2)→ (N1 + 2, N2) con Vg1 y
análogamente, a Vg1 fijo, condiciones diferentes (N1, N2) → (N1, N2 + 1) →
(N1, N2 + 2) se pueden encontrar cambiando Vg2. En general, las tensiones
de compuerta no actúan independientemente. Si hay alguna intercomunica-
ción, i.e. si la variación de Vg1 afecta a la energía del segunda dot o viceversa,
las líneas en el mapa de estabilidad dejan de ser horizontales y verticales.
Las energías de adición son, en general, Ei = αi1Vg1 + αi2Vg2.
Como se muestra en la Fig. 9.5(b), es también posible tener una repulsión
de Coulomb entre puntos (mediante un acoplamiento capacitivo). Esto sig-
nifica que cuando hay un electrón en uno de los puntos, por ejemplo, en el
punto 1, hay un costo de energía adicional a pagar U12 para añadir un elec-
trón en el punto 2. Esta repulsión entre puntos cambia la forma del mapa
a un panal de abejas. Los hexágonos son las regiones de ocupaciones esta-
bles. En este caso, para el sistema aislado, sólo el número total de electrones
N1 +N2 es un buen número cuántico. Hay líneas de coexistencia en el mapa
que separan configuraciones con el mismo número total de electrones. En
las líneas de coexistencia, dos configuraciones son equivalentes.
Cada vez que hay un número impar de electrones en uno de los puntos
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es posible tener efecto Kondo, dependiendo del acoplamiento a los cables
y de la temperatura. Además, es posible tener una mayor simetría si los
parámetros se ajustan para estar en la línea de coexistencia. En este caso, hay
degeneración adicional debido a las posibles configuraciones orbitales. Esta
condición es adecuada para observar efecto Kondo SU(4). Como se muestra
en la Fig. 9.1(b), la física discutida en este capítulo corresponde a un régimen
cercano a este punto de degeneración orbital.
9.1.2. El Hamiltoniano
Nuestro modelo para este problema de dos puntos cuánticos (DQD) cer-
ca de la simetría SU(4) considera una configuración singlete mezclada con
dos dobletes de espín |iσ〉 correspondientes a un electrón adicional (o aguje-
ro) en el QDi. El Hamiltoniano para nuestro modelo se puede separar como







describe los cuatro cables metálicos marcados con ν (izquierda y derecha;
o también llamados fuente y sumidero) que están acoplados al punto i. En
nuestro modelo, los dos puntos cuánticos en la región central se describen
con dos dobletes con energías Ei, i = 1, 2 y una repulsión electrostática






iσdiσ + Coulomb repulsion.
Esto significa que la doble ocupación de cada punto está prohibida (el costo
de energía es demasiado alto) y que tampoco es posible tener dos electrones
en total en el sistema. Como se muestra con una flecha roja en la Fig. 9.1(b),
la simetría se reduce a SU(2) por un desdoblamiento pseudo-Zeeman δ =
E2−E1, que eleva la energía de una partícula en QD2 (E2) con respecto a la
correspondiente para QD1 (E1).










donde tomamos una hibridación independiente del impulso. Los acopla-
mientos túnel de cada QD a la fuente y al sumidero son ΓSi y ΓDi, respecti-
vamente, y tomamos como unidad de energía Γi = ΓSi + ΓDi = 1 a menos
que se indique lo contrario 5.
En los sistemas reales, Γ1 6= Γ2 y la simetría SU(4) se pierde incluso pa-
ra δ = 0. Sin embargo, como se discute en el Capítulo 10, sintonizando





νm(ω)δ(ω − εk), donde el índice n,m incluyen espín.
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apropiadamente las energías de los niveles, las densidades espectrales de
equilibrio para ambos puntos ρi(ω) se pueden hacer coincidir a bajas tem-
peraturas. Esto indica que la simetría SU(4) se recupera como una simetría
emergente (aproximada) a bajas temperaturas.
9.1.3. La corriente
La corriente total con este Hamiltoniano se puede calcular sumando la



















donde fSn (fDn) es la función de Fermi de los electrones en la fuente (el su-
midero) acoplados al punto n, los coeficientes de la matriz de hibridación
son Γνnσ(ω) = πDVνnV
∗
νn, con una banda plana aproximada de ancho 2D en
torno a la energía de Fermi de cada cable. Las funciones de Green involu-
cradas en el cálculo de la corriente son las de no-equilibrio definidas en el
formalismo Keldysh (en condiciones estacionarias) como






















+ (ΓSnσ(1− fSn(ω))− ΓDnσ(1− fDn(ω)))G<nσ(ω)] ,
y el factor de 2 proviene de la suma sobre espín.
Estas funciones de Green de no equilibrio se calculan utilizando la apro-
ximación non-crossing (NCA). Los detalles se presentan en el Apéndice D.
9.2. Propiedades de transporte de no equilibrio
9.2.1. El caso SU(4)
El punto de partida es el análisis de las propiedades de transporte en el
caso más simétrico SU(4). Puesto que todas las hibridaciones son las mis-
mas, se encuentra una degeneración de cuatro para δ = 0, i.e. para E1 = E2.
Como se muestra en el esquema de la Fig. 9.1, cada uno de los puntos cuán-
ticos está conectado a su propio par de cables fuente-sumidero. Es habitual
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(a) (b)
Figura 9.6: Convención para la aplicación de los voltajes Vi. Ambos puntos cuánticos QD1
(izquierda) y QD2 (derecha) están representados juntos. (a) Caída de tensión simétrica:
cada uno de los potenciales electro-químicos se modifica con ±Vi/2. (b) Caída de tensión
asimétrica: todas la caída de tensión ocurre en el reservorio conectado a la fuente.
considerar que para que una determinado voltaje aplicado Vb, la tensión
cae simétricamente. Esto significa que los potenciales electroquímicos de la
fuente y el sumidero se modifican en la misma cantidad ±Vb/2. Esta con-
vención se ilustra en la Fig. 9.6(a). Los niveles de energía de ambos puntos
cuánticos se representan a la par separados por una barrera túnel grande
que indica que el tunneling entre puntos es insignificante. La caída de ten-
sión depende de la resistencia de contacto. En un dispositivo semiconductor,
no se esperan grandes asimetrías y el caso simétrico es más apropiado. Si las
resistencias de contacto en la fuente y el sumidero son diferentes (como en
el transporte a través de moléculas), la caída de tensión puede ser bastan-
te asimétrica donde sólo uno de los potenciales químicos de los cables se
modifica. Este caso se muestra en la Fig. 9.6(b). Si el nivel localizado está
más hibridado con el cable que permanece en equilibrio, la configuración
de aplicación de la tensión es como en un experimento de microscopía túnel
de barrido (STM). La conductancia diferencial es sensible a la densidad de
estados. En la discusión que sigue se considera una caída de tensión simétri-
ca. Vale la pena comentar que en este caso la corriente es una función impar
del voltaje Vb y la conductancia es, por tanto, par.
Los parámetros del sistema de dos puntos cuánticos están sintonizados
para explorar las propiedades de transporte cerca del punto de degenera-
ción orbital mostrado en la Fig. 9.1(b). Hay un número total impar de elec-
trones (escogido aquí igual a 1). Las energías de los dos puntos cuánticos
son las mismas, E1 = E2 = −4. En equilibrio, los cuatro cables tienen el mis-
mo potencial electro-químico fijado a cero, EF = 0. Cada uno de los puntos
se mezcla con una combinación lineal de estados de conducción de fuente
y sumidero 6. A bajas temperaturas, las correlaciones entre los electrones lo-
calizados (que puede tener espín hacia arriba o hacia abajo, o pueden estar
en QD1 o QD2) y los electrones en los cables dan lugar a un efecto Kondo
6La otra combinación lineal se desacopla de la Hamiltoniano.
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SU(4) 7.
El estado Kondo es un estado de muchos cuerpos complicado que en-
trelaza electrones localizados y de conducción en un singlete. La función
de onda tiene contribución de ambos puntos cuánticos. En el montaje de
transporte, los potenciales químicos de cada punto se pueden variar inde-
pendientemente, Vi. Esto permite sondear el carácter orbital de la función
de onda. En el efecto Kondo SU(2) de un nivel, esto es muy difícil de lograr
debido a la dificultad que representa tener sondas resueltas en espín.


























Figura 9.7: Conductancia diferencial de QD1 y QD2 en función de V1 y V2 para δ = 0,
E1 = E2 = −4 y T = 0.005. Las líneas de trazos corresponden a V1 = ±V2.
La conductancia diferencial del QD1 G1 = dI1/dV1 y QD2 G2 = dI2/dV2
en el caso simétrico SU(4) se muestran en la Fig. 9.7 como función de V1
y V2. Para simetría SU(4), G1 y G2 tienen la misma forma intercambiando
7Para repulsión de Coulomb finitaUi en cada punto yU12 entre ellos, el sistema se puede
describir con un modelo con simetría SU(4) sólo cuando U1 = U2 = U12 [Galpin et al., 2005]
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V1 y V2. Hay cuatro comportamientos diferentes para discutir: (i) Para V1 =
V2 = 0, hay un máximo de la conductancia ligeramente por debajo de G0 =
2e2/h debido al efecto Kondo SU(4). (ii) La aplicación de V1 o V2 tiende a
disminuir de la conductancia. La aplicación de V1 (V2) tiene un efecto más
fuerte en la disminución de G1 (G2) que V2 (V1). Al igual que en el efecto
Kondo habitual SU(2), Gi(Vi) cae a la mitad de su valor de Vi = 0 a una
tensión tal que eVi ≈ T SU(4)K , donde T
SU(4)
K es la temperatura de Kondo para
δ = 0. (iii) Para V1 = 0 (V2 = 0), hay un efecto Kondo SU(2) que se observa
en G1 (G2), independientemente de V2 (V1). (iv) Efectos no triviales de las
correlaciones entre los dos puntos cuánticos son evidentes en el hecho de
que Gi aumenta en las líneas de V1 = ±V2 (líneas negras punteadas). Este
punto en particular se relaciona con la evolución de la densidad de estados
ρ1(ω) (ρ2(ω)) a medida que V2 (V1) es variado y se discute más adelante.
(i) La principal característica del caso SU(4) es que hay más procesos
virtuales posibles. Siguiendo la misma idea presentada en la Fig. 9.3 para si-
metría SU(2), los procesos virtuales en este contexto se ilustran en la Fig. 9.8.
Hay cuatro estados degenerados |iσ〉, cada uno acoplado a su propia banda
de conducción. Las bandas de conducción conectados a QD1 y QD2, con
espín hacia arriba y hacia abajo, se muestran por separado para enfatizar
esta degeneración de cuatro. En el estado inicial un electrón ocupa el QD1
con espín hacia arriba. En un proceso virtual, este electrón salta a la banda
de conducción QD1-up, dejando un agujero. Otro electrón de cualquiera de
las cuatro bandas puede ocupar este agujero. De esta manera, |1 ↑〉 puede
pasar a |1 ↓〉 en un proceso de inversión de espín, a |2 ↑〉 en un proceso
inversión de pseudo-espín o también a |2 ↓〉 con ambas, inversión de espín
y de pseudo-espín. Estas correlaciones entre los electrones localizados y de
conducción originan el efecto Kondo.
En el régimen de Kondo, −Ed  ∆, el número total de electrones en
el sistema está fijo en uno. Puesto que hay cuatro estados degenerados, la
ocupación de cada uno de ellos es ligeramente inferior a 1/4 a bajas tem-
peraturas (debido a la ocupación del singlete). Según la regla de suma de
Friedel, la densidad de estados en el nivel de Fermi tiende a ρiσ(εF ) =
1
π∆iσ
sin2(π/4) = 0.5 1
π∆iσ
. La conductancia total a cero voltaje y a tempera-
tura cero sería G = e2/h
∑
iσ π∆iσρiσ(εF ) = 0.5 e
2/h
∑
iσ. Esto significa una
conductancia total de G = 2e2/h = G0 y una conductancia Gi = 0.5G0 por
QD a muy baja temperatura. Es muy interesante notar que, aunque hay cua-
tro estados, la conductancia total no satura en 4e2/h debido a la ocupación
parcial de cada uno.
(ii) El efecto del voltaje Vi es reducir la conductancia Gi abruptamente.
La idea es que los electrones de conducción que participan en los procesos
virtuales están ahora termalizados en dos potenciales químicos diferentes.
Como se discutió en el Capítulo 6 la resonancia Kondo se desdobla en dos
picos situados en ±Vi/2 y la conductancia cae. En cierto sentido, hay un
efecto Kondo con la fuente y el sumidero por separado y, por tanto, no au-
menta la conductancia en el nivel de Fermi. Esto se ilustra en la Fig. 9.9.
Los procesos virtuales están representados para uno de los puntos cuánti-
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Figura 9.8: Representación de los procesos virtuales en el límite de simetría SU(4). La
convención es como en la Fig. 9.3. Hay cuatro bandas de conducción correspondientes a
QD1 y QD2, con sus respectivas proyecciones de espín. El sistema está en equilibrio. En
el estado inicial, un electrón con espín hacia arriba está ocupando el QD1. En un proceso
virtual, el electrón salta a la banda de conducción QD1-up. El agujero que queda puede ser
ocupado por un electrón de cualquiera de las bandas. Hay procesos de inversión de espín en
los que el electrón en el estado final tiene un espín diferente. Hay procesos de inversión de
pseudo-espín en los que los electrones en el estado final están en QD2. También es posible
invertir el espín y el pseudo-espín simultáneamente. Todos estos procesos conducen a las
correlaciones que originan el efecto Kondo SU(4).
cos, teniendo en cuenta sólo la degeneración de espín. En el estado inicial
un electrón con espín hacia arriba ocupa el nivel localizado. En un proceso
virtual, el electrón puede saltar a la fuente (flecha rosa) o al sumidero (flecha
naranja). En el estado final, un electrón con el mismo u opuesto espín puede
ocupar el nivel. La energía debe conservarse por lo tanto hay una mezcla
separada con fuente y sumidero. La conductancia Gi(Vi) cae a la mitad de




(iii) El efecto de V2 (V1) en dI1/dV1 (dI2/dV2) es diferente al de V1 (V2). La
explicación anterior ayuda a comprender que el aumento de la conductancia
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Figura 9.9: Representación de los procesos virtuales para uno de los QDs en el régimen
de Kondo cuando se aplica un voltaje Vb. Sólo la degeneración espín se considera en este
caso, para uno de los QDs. En el estado inicial de un electrón con espín hacia arriba ocupa
el nivel localizado. En un proceso virtual, el electrón salta a la fuente (flecha rosa) o al
sumidero (flecha naranja). En contraste con el caso de equilibrio, para Vb 6= 0 estas dos
bandas de conducción no son equivalentes.
por el efecto Kondo SU(4) se pierde debido a la división en el potencial
químico de los dos cables conectados a QD1 (QD2). Sin embargo, hay una
degeneración de espín restante y si el QD1 (QD2) se mantiene en equilibrio,
hay un pico a voltaje cero en la conductanciaG1 (G2) como consecuencia del
efecto Kondo SU(2). Esto se observa claramente en la Fig. 9.7 en la línea de
V1 = 0 (V2 = 0). Los procesos virtuales para V2 = 0 y V1 arbitrario se ilustran
en la Fig. 9.10.
(iv) Se puede observar en la Fig. 9.7 (líneas de trazos) que la conductancia
aumenta en las líneas de V1 = ±V2. Este es un efecto inelástico de no equi-
librio. Una ilustración de los procesos virtuales en esta condición de voltaje
se muestra en la Fig. 9.11. En el estado inicial hay electrón en QD1 con es-
pín hacia arriba. En un proceso virtual este electrón salta a la fuente QD1
(flecha rosa) o sumidero (flecha naranja). Cuando V1 = V2 es posible tener
las contribuciones de los electrones de conducción en los cables conectados
a QD1 y también a QD2. En el estado final un electrón puede estar perfecta-
mente en QD2 (invirtiendo el pseudo-espín) con el mismo o distinto espín.
El efecto de QD1 (QD2) en la conductancia diferencial dI2/dV2 (dI1/dV1) es
una consecuencia de las correlaciones orbitales. En esta condición particu-
lar, aunque V1 y V2 son diferentes de cero, la conductancia G2 (G1) tienen
una contribución de la densidad de estados de QD1 (QD2). La densidad
de estados de un punto es modificada por el voltaje en el otro punto. Estas
correlaciones cruzadas son muy interesantes y son una consecuencia de la
simetría SU(4).
La variación de las densidades de estados se puede observar en la Fig.
9.12. En la figura, la densidad de estados de QD1 se muestra para dos con-
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Figura 9.10: Representación de los procesos virtuales en el límite de simetría SU(4) cuando
hay un voltaje aplicado entre la fuente y el sumidero conectados a QD1 mientras QD2
permanece en equilibrio. Si en el estado inicial del electrón está en QD1, el efecto del voltaje
es desdoblar la resonancia Kondo como se representa en la Fig. 9.9. Por el contrario, si en el
estado inicial el electrón está en QD2 (cuadro indicado con línea a trazos), la degeneración
de espín conduce a un efecto Kondo SU(2) y a un pico a voltaje cero en la conductancia de
QD2. Se muestra explícitamente cómo el efecto Kondo permite a los electrones ir desde la
fuente al sumidero coherentemente.
diciones diferentes. En (a) V1 = 0 y V2 cambia de 0 a 0.3. Se puede observar
que ρ1 es modificada por la aplicación de voltaje en el punto 2, como conse-
cuencia de las correlaciones orbitales. Esto se puede comparar con el mapa
para G1 que se muestra en la Fig. 9.7 y comprender con la ayuda de la Fig.
9.10. En (b) la densidad de estados se muestra para V1 = V2 mientras V2 cam-
bia de 0 a 0.3. Se puede observar que la densidad de estados es mayor en
la línea de V1 = ±V2. Esto es razonable de acuerdo a los procesos posibles
mostrados en la Fig. 9.11.
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Figura 9.11: Representación de los procesos virtuales en el régimen de Kondo con simetría
SU(4) bajo la aplicación de voltajes V1 y V2 = V1. En contraste con el caso discutido en la
Fig. 9.10, cuando V1 = V2 es posible tener las contribuciones de los electrones de conducción
en los cables conectados a QD1 y QD2. El acoplamiento ocurre con fuente y sumidero
separadamente. Es una especie de efecto Kondo con simetría SU(4) para los electrones en
µ = ±V1/2.
9.2.2. El efecto del desdoblamiento δ
En el sistema de dos puntos cuánticos los parámetros han sido sintoni-
zados en un punto especial donde E1 = E2 y es posible tener efecto Kondo
SU(4) a bajas temperaturas. Aparte del espín, hay una degeneración orbi-
tal adicional ya que las configuraciones con un electrón en QD1 o QD2 son
equivalentes. Las energías de los niveles de energía en cada punto se pue-
den variar con tensiones de compuerta. Como se muestra en el diagrama
de estabilidad de la Fig. 9.1(b), es posible mover una de las energías E2 con
respecto a la otra, E1. Esto es como tener un campo rompiendo la simetría
que levanta la degeneración orbital. Con respecto a este grado de libertad de
pseudo-espín, el efecto de las compuertas electrostáticas puede ser pensado
como un desdoblamiento pseudo-Zeeman. La simetría SU(4) se pierde.
El efecto de una ruptura de simetría con el campo δ en el efecto Kondo
SU(4) fue discutido en los Capítulos 6 y 7. En los sistemas estudiados, la
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Figura 9.12: Evolución de la densidad de estados de QD1 (con los mismos parámetros que
la Fig. 9.7) (a) para V1 = 0 y (b) para V1 = V2, con V2 cambiando de 0 a 0.3.
simetría SU(4) de dos dobletes degenerados se rompió moviendo una de
las energías E2 = E1 + δ, dejando la otra fija. Variando δ, el límite SU(4)
(δ = 0) y el límite SU(2) de un nivel (para δ → ∞) fueron explorados. Se
demostró que para valores no tan grandes, δ < TK(SU(4)), se conservan
las características aproximadas del caso SU(4), aunque la simetría ya está
rota. Cuando δ ∼ TK(SU(4)), la temperatura de Kondo cae abruptamente
(TK → TK(SU(2)) en el límite de δ muy grande), y la resonancia Kondo en la
densidad de estados del doblete de menor energía ρ1 se hace más estrecha.
Además, para δ finito, hay picos satélite en las densidades de estados que se
originan a partir de las correlaciones. Hay un pico en ω = −δ en ρ1 y un pico
en ω = +δ en la densidad de estados del doblete con energía E2, ρ2. Todos
estos hechos son muy útiles para entender las propiedades de transporte.
En la Fig. 9.13 las conductancias G1 y G2 se muestran como función de
(V1, V2) cuando se introduce un desdoblamiento pseudo-Zeeman δ finito.
Para el cálculo, δ = E2 − E1 = 0.5 y E1 = −4. Esto implica que el orbital
en QD1 es el más poblado a bajas temperaturas. Como sería de esperar, las
conductancias en cada punto son muy diferentes. Hay varios puntos para
destacar:
(i) Dado que G1 corresponde al punto con la energía más baja, aún existe
una contribución del efecto Kondo SU(2). Este es el origen del aumento de
la conductancia en V1 = 0, independientemente de V2. El valor máximo de
G1 se produce para V1 = 0, cuando V2 = 2δ. Por el contrario, G2 es extrema-
damente pequeña cerca del equilibrio. Más precisamente, es casi cero en la
región con |V1|, |V2| < 2δ. Se puede observar que tan pronto como V1 > 2δ,
hay un pico de conductancia a voltaje cero (V2 = 0) en G2.
(ii) Otra característica que es clara en la Fig. 9.13 es el aumento de la con-
ductancia a lo largo de las líneas de eV1 = ±eV2± 2δ. En G1, este incremento
se produce mientras que |V1|, |V2| < 2δ. Por el contrario, en G2 esto sucede
fuera de esta región. El origen de esta mejora se puede entender a partir del
inicio de eventos de co-tunneling cerca de estas igualdades.
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Figura 9.13: Conductancia diferencial de (a) QD1 y (b) QD2 en función de V1 y V2 para
δ = E2 − E1 = 0.5, E1 = −4 y T = 0.001. Las líneas gruesas corresponden con eV1 =
±eV2 ± 2δ y las líneas finas con Vi = ±2δ. De acuerdo con nuestra convención, E1 es
inferior a E2 y por lo tanto, excepto para δ = 0, está más poblado a bajas temperaturas. La
conductancia de QD1 dI1/dV1, exhibe un pico a voltaje cero (V1 = 0), independientemente
de V2. El aumento de la conductancia se pierde para V1 6= 0. Existen dos puntos donde
la conductancia alcanza los valores máximos que corresponden a V1 = 0 y V2 = 2δ. Este
último incremento es un efecto inelástico de no equilibrio (ver el texto). La corriente a través
de QD1 también incrementa en las líneas de eV1 = ±eV2 ± 2δ, cuando |V1|, |V2| < 2δ.
Por el contrario, no hay ninguna corriente a través de QD2 (dI2/dV2 es casi cero) hasta
|V1|, |V2| ≥ 2δ. Para V1 > 2δ, hay un pico de conductancia a voltaje cero en V2 = 0 y la
conductancia G2 también incrementa en eV1 = ±eV2 ± 2δ.
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Figura 9.14: Representación de los procesos virtuales cuando hay un desdoblamiento
pseudo-Zeeman δ. Los cables conectados a QD1 están en equilibrio, mientras que un voltaje
V2 = 2δ se aplica en los cables conectados a QD2. De acuerdo con nuestra convención, E1
está por debajo de E2 y por lo tanto, la probabilidad de ocupar QD1 es mucho más alta que
QD2 a bajas temperaturas. En el estado inicial, un electrón con espín hacia arriba ocupa el
nivel localizada en QD1. En un proceso virtual, el electrón salta a los cables de conducción
QD1-up. El QD1 puede ser ocupado nuevamente, por un electrón con espín hacia arriba o
hacia abajo. Estos procesos son los responsables del efecto Kondo SU(2) y originan el pico
en G1 para V1 = 0, independientemente de V2 (véase la Fig. 9.13). Para voltajes arbitrarios
V2 < 2δ, no hay transporte a través de QD2. Cuando V2 = 2δ, hay procesos inelásticos
que involucran al nivel de energía en QD2. La energía suministrada al electrón en el estado
inicial en QD1 para saltar a la banda de conducción puede ser restaurada por un electrón
que entra en QD2. Esto conduce a un incremento de ambas conductancias. Las propiedades
de transporte están determinadas por las correlaciones entre QD1 y QD2.
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El punto de partida es V1 = V2 = 0. El evento co-tunneling en el que
el electrón que ocupa QD1 salta a su fuente (S1) o su sumidero (D1) y un
electrón de S2 o D2 salta a QD2 está prohibido debido al costo de energía
δ. Sin embargo, como se muestra en la Fig. 9.14, cuando e|V2| alcanza 2δ, un
evento de este tipo pasa a ser posible, en el que como resultado hay un flujo
neto de un electrón de S2 a D2 o al contrario en función del signo de V2,
y otro electrón pasa de QD1 a QD2 con una posible inversión de espín. En
un segundo evento el electrón de QD2 salta a su banda de menos energía
y un electrón de S1 o D1 salta a QD1, dejando a los puntos cuánticos en
la misma configuración de carga que al principio. Esto se traduce en un
aumento del flujo de corriente I2 y por lo tanto a un pico en la conductancia
G2. En promedio I1 = 0. Sin embargo, un pequeño |V1| rompe la simetría
entre S1 y D1 en los eventos anteriores y conduce a una gran G1 también.
Mientras |V1|, |V2| < 2δ, no hay transporte a través de QD2. Las líneas de
eV1 = ±eV2 ± 2δ son las condiciones particulares del incremento de la con-
ductancia porque a partir de ahí hay más procesos virtuales disponibles. La
contribución del transporte a través de QD2, aumenta la corriente a través
QD1.
Figura 9.15: Representación de los procesos virtuales posibles en el caso de V2 = 0 y V1 =
2δ. En este caso, es posible tener un pico a voltaje cero en G2 causada por el efecto Kondo
SU(2).
El pico de voltaje cero en G2 se puede entender con un razonamiento
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similar para V1 no nulo. En contraste con G1, hay un umbral. Aparecerá este
aporte para V2 = 0 tan pronto como V1 > 2δ. Esto se ilustra en la Fig. 9.15.
La energía suministrada al electrón en QD1 para saltar a su cable sumidero
se compensa con un electrón de S2 o D2 que salta introduciéndose en QD2.
La ocurrencia de estos procesos con una posible inversión de espín da lugar
al efecto Kondo SU(2) y así al pico a voltaje cero en G2.
(iii) La escala de energía de la variación de G1 con V1 está de nuevo dada
por la temperatura de Kondo TK , pero esta es más pequeña que en el caso
SU(4). Como se presenta en los Capítulos 6 y 7, la energía de enlace del esta-
do fundamental singlete obtenida a partir de un cálculo variacional simple













donde TK(0) = T
SU(4)
K y D es la mitad del ancho de banda. El ancho del pico
de Kondo calculado con la NCA está de acuerdo notablemente bien con esta
expresión. Como se puede observar en la Fig. 9.13, para T < TK(δ) y V1 >
TK(δ), G1(V1) para V2 = 0 presenta una estructura con tres picos que no se
ha observado experimentalmente todavía y es característico de la transición
suave SU(4)→ SU (2). Dado que TK(δ) varía en varios órdenes de magnitud,
una observación experimental de esta huella digital de la transición suave
está cerca de las posibilidades experimentales en la actualidad.
La evolución de los mapas con δ se muestra en la Fig. 9.16. Pueden ser
interpretados con las ideas discutidas para δ = 0.5. Se puede observar que
para δ = 0.01 (Figs. 9.16(c) y (d)), que es ligeramente inferior a TK(SU(4)) =
0.012, el sistema se comporta como en el límite del SU(4).
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Figura 9.16: Conductancia diferencial de (a)(c)(e)(g) QD1 y (b)(d)(f)(h) QD2 como función
de V1 y V2 para (a)(b) δ = 0, T = 5. 10−3 (TK(SU(4)) = 0.012) (c)(d) δ = 0.01,
T = 5. 10−3 (TK(0.01) = 8. 10−3) (e)(f) δ = 0.1, T = 1. 10−3 (TK(0.1) = 3. 10−3) y
(g)(h) δ = 0.5, T = 1. 10−3 (TK(0.5) = 3. 10−4). En todos los cálculos E1 = −4.
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9.3. La densidad de estados fuera de equilibrio
Más información sobre la estructura de la conductancia de no equilibrio
se obtiene de las densidades de estados ρi(ω) correspondientes a los niveles































Figura 9.17: (a) Densidades de estado para ambos QDs. (b) Gi en función del voltaje Vi
manteniendo la otra tensión a cero. Parámetros como en la Fig. 9.13: E1 = −4, δ = 0.5.
Como se puede ver en la Fig. 9.17(a), en equilibrio y a bajas temperaturas,
ρ1(ω) tiene un pico Kondo en la energía de Fermi (que se toma como el
origen de las energías) de ancho ∼ TK(δ) y un pico cerca de −δ, mientras
que ρ2(ω) sólo tiene un pico inelástico cerca de δ. El ancho de ambos picos
inelásticos es del orden de T SU(4)K para pequeño δ (pero δ > T
SU(4)
K de manera
que los picos inelásticos se distinguen del pico Kondo) y aumenta con el
aumento de δ. Este comportamiento es una reminiscencia de la evolución
de los picos del Kondo SU(2) ordinario bajo un campo magnético aplicado.
Estas densidades de los estados tienen que compararse con las conduc-
tancias mostradas en la Fig. 9.17(b). Estas son G1(V1) a V2 = 0 y viceversa.
Como se explicó, esta configuración de voltajes no permite medir directa-
mente la densidad de estados de equilibrio. Las densidades de estado de
equilibrio pueden ser investigadas en la espectroscopía orbital controlando
los parámetros de modo que la configuración sea similar a la usada en la
espectroscopía de efecto túnel (STS).
Específicamente si ΓSi  ΓDi, y sólo el potencial en uno de los cables
VDi se desplaza del nivel de Fermi, los puntos están en equilibrio con la
fuente y para T  TK(δ), Gi ∝ ρi(eVi). Nuestros cálculos muestran que una
proporción ΓSi/ΓDi = 9 es suficiente para llegar a este régimen STS (ver Sec.
9.4).
Esta propiedad fue utilizada para estudiar la densidad espectral de equi-
librio y compararla con la que resulta del grupo renormalización numérica
(NRG) calculada para un caso en el que los términos de los efectos Zeeman
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y pseudo-Zeeman estaban presentes. Sin embargo, esto destruye el efec-
to Kondo y la estructura de dos picos como la mostrado en la Fig. 9.17(a)
permanece inexplorado. Debido a las limitaciones de resolución del NRG a
energías finitas nuestros resultados con NCA son un complemento útil en
el equilibrio y tienen la ventaja de que se pueden extender a la situación de
no equilibrio.










































Figura 9.18: Densidad de estados de (a) QD1 y (b) QD2 en función de la frecuencia para
E1 = −3, δ = 1 y varios voltajes entre la fuente y el sumidero 2.
En general las densidades espectrales cambian bajo la aplicación de vol-
tajes Vi. El caso de una caída de tensión simétrica no es la excepción. Supo-
niendo como una primera aproximación cruda que ρi(ω) están fijas, sería de
esperar que G1(V1) tenga un pico en V1 = 0 correspondiente al pico de Kon-
do en ρ1(ω) y dos picos a V1 = ±2δ/e correspondientes a los picos inelásticos
de ρ1(ω). Esto es, de hecho, lo que ocurre para V2 = 0 [ver Fig. 9.17(b)], pe-
ro no para V2 6= 0 [ver Fig. 9.13(a)]. Del mismo modo, sería de esperar sólo
picos inelásticos en V2 = ±2δ/e en G2(V2), como ocurre para V1 = 0 pero no
para V1 6= 0.
Las diferencias con el comportamiento esperado para bandas rígidas
cuando ambos Vi 6= 0 se deben a cambios en el peso espectral con respecto a
la situación de equilibrio. Para ilustrar estos cambios consideramos la situa-
ción de no equilibrio representada en la Fig. 4(d) de Amasha et al. [2013]. En
este caso, el acoplamiento a la fuente es más grande y los voltajes se aplican
sólo en una de las fuentes VSi, manteniendo las otras tres tensiones en cero.
Específicamente Γi = 1, pero usamos ΓS1/ΓD1 = 3 y ΓS2/ΓD2 = 12, tal como
se describe en el material suplementario de Amasha et al. [2013]. Además,
E1 = −3 y δ = 1 fueron elegidos para corresponder aproximadamente a los
parámetros experimentales. La evolución de ρ1(ω) con VS2 se muestra en la
Fig. 9.18(a).
En el equilibrio (VS2 = 0), la densidad espectral de QD1 tiene los dos pi-
cos mencionados anteriormente. El pico inelástico se puede entender como
una mezcla del estado fundamental para acoplamiento cero con un estado
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excitado en el que el electrón en QD1 se desplaza a QD2 y un electrón de S2
se desplaza a D1. Ambos estados están conectados a segundo orden en el
acomplamiento cables-puntos cuánticos. La energía de excitación es δ y esta
mezcla permite que la creación de un agujero en QD1 con la energía δ ten-
ga una probabilidad finita, que conduce a un pico en −δ en ρ1(ω). Cuando
aumenta el potencial químico en S2, la energía de excitación disminuye y el
pico se desplaza hacia la energía de Fermi. Cuando este potencial alcanza δ,
el pico inelástico se fusiona con el elástico y esto lleva a un pico en G1(V1)
para V1 = 0, incluso a temperaturas por encima de TK(δ) para el que desapa-
rece el pico elástico inicial. Esto está de acuerdo con el resultado presentado
en la Fig. 4 (d) de Amasha et al. [2013]. Se obtiene un acuerdo cualitativo
con el experimento, pero la relación de intensidades es más grande en nues-
tro caso. Esto podría ser debido incertidumbres en la relación de E1/Γi o a
fluctuaciones de δ introducidas por efectos de decoherencia 8.
Un razonamiento similar al anterior puede ser usado para una caída de
tensión simétrica y trae una explicación alternativa del aumento en la in-
tensidad a lo largo de las líneas de eV1 = ±eV2 ± 2δ mostrado en la Fig.
9.13.
En la Fig. 9.18(b) se muestra como ρ2(ω) cambia con VS2. En contraste con
ρ1(ω), gran parte del peso espectral se encuentra por encima de la energía de
Fermi. Por lo tanto su magnitud es proporcional a la cantidad de la configu-
ración singlete sin partículas en el estado fundamental, o en otras palabras,
con el grado de valencia intermedia. Observamos que ρ2(ω) aumenta a me-
dida que VS2 se acerca a δ.
9.4. La configuración STS
En esta sección se analizan brevemente los resultados de la configuración
STS. Hemos mantenido Γi = 1, pero estableciendo ΓSi = 0.1 y ΓDi = 0.9. Con
la convención de la Fig. 9.6(b) para la aplicación del voltaje, todas las caídas
de tensión ocurren en el cable de la fuente mientras que el sumidero se man-
tiene en equilibrio. La evolución de los mapas de conductancia Gi(V1, V2) se
muestran en la Fig. 9.19 para diferentes valores de δ.
Los resultados son muy diferentes de lo que se muestra en la Fig. 9.16
para una caída de tensión y un acoplamiento fuente-sumidero simétricos.
El primer comentario importante es que la conductancia Gi(Vi) es sólo lige-
ramente afectada por el otro voltaje. Esto está más en acuerdo con la idea
de la espectroscopía. En el límite SU(4) (Figs. 9.16(a) y (b)) y para δ = 0.01 <
TK(SU(4)) (Fig. 9.16(c) y (d)),G1 (G2) muestra sólo un pico de cerca de V1 = 0
(V2 = 0), desplazado a la derecha, como corresponde a la densidad de es-
tados en el límite de SU(4). Para δ = 0.1 y δ = 0.5 la conductancia refleja
la ruptura de la simetría. Como se puede observar en la Fig. 9.16(e) y (g),
la conductancia G1 muestra dos picos. El pico a V1 = 0 es debido al efecto
Kondo SU(2) producido por la degeneración de espín restante. El otro pico
8Amasha, comunicación privada.
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Figura 9.19: Conductancia diferencial de (a)(c)(e)(g) QD1 y (b)(d)(f)(h) QD2 como función
de V1 y V2 in la configuración STS para (a)(b) δ = 0, T = 5. 10−3 (TK(SU(4)) =
0.012) (c)(d) δ = 0.01, T = 5. 10−3 (TK(0.01) = 8. 10−3) (e)(f) δ = 0.1, T = 1. 10−3
(TK(0.1) = 3. 10−3) y (g)(h) δ = 0.5, T = 1. 10−3 (TK(0.5) = 3. 10−4). En todos los
casos E1 = −4, ΓSi = 0.1 y ΓDi = 0.9.
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a V1 = −δ es el pico satélite producido por las correlaciones orbitales. No
hay pico a bias positivo. Estos resultados son como las que se presentan en
el experimento [Amasha et al., 2013]. A su vez, G2 muestra sólo un pico en
V2 = +δ (véase la Figs. 9.16(f) y (h)).
Algunos cortes de los mapas de conductancia se presentan en la Fig. 9.20.
Se puede observar claramente cómo esta configuración STS da conductan-
cias diferenciales que imitan las densidades de estados. La evolución con δ
puede ser seguida muy claramente: cuando se pierde la simetría SU(4), la
resonancia Kondo se hace más estrecha y se desplaza a voltaje cero. Un pico
en V1 = −δ (V2 = +δ) aparece en G1 (G2).
9.5. Algunas conclusiones
En resumen, hemos calculado las propiedades de transporte de un sis-
tema de dos puntos cuánticos utilizando el formalismo Keldysh y la NCA.
Predecimos los valores de la conductancia a través de cualquiera de los dos
puntos cuánticos acoplados capacitivamente en función de la tensión apli-
cada en cualquiera de ellos. Creemos que nuestros resultados son impor-
tantes para estimular la investigación experimental en la línea de las me-
diciones recientes de transporte resuelto en pseudo-espín [Amasha et al.,
2013] [Keller et al., 2014]. En particular, la presencia de tres picos en G1(V1)
para V2 = 0 (o dos picos en una configuración STS) con uno de ellos en
V1 = 0 es característica de la transición suave SU(4) → SU(2). Esto no ha
sido observado en el experimento todavía. Sin embargo, dadas las grandes
posibilidades experimentales de ajuste de los parámetros y la especial sen-
sibilidad de TK(δ) con el desdoblamiento pseudo-Zeeman δ creemos que se
puede observar en un futuro próximo en este sistema.































Figura 9.20: Cortes tomados de los mapas de conductancia de la Fig. 9.19.
CAPÍTULO 10
Restauración de la simetría SU(4)
en un sistema de dos puntos
cuánticos
10.1 De SU(4) a SU(2) por medio de un desdoblamiento pseudo-Zeeman δ.
10.2 El desdoblamiento efectivo: la pérdida de simetría.
10.3 Restauración de simetría.
10.4 Conclusiones.
Este capítulo puede considerarse un complemento del Capítulo 9. El
problema objeto de estudio es el transporte a través de un sistema de dos
puntos cuánticos. El sistema está construido en una heteroestructura se-
miconductora utilizando compuertas electrostáticas. Esto es muy ventajoso
puesto que es posible tener un gran control en los parámetros del sistema.
En particular, los puntos cuánticos están acoplados capacitivamente, son
mutuamente interactuantes, y están conectados cada uno a su propio par
de cables de fuente y sumidero. Las ocupaciones de los puntos se pueden
variar mediante tensiones de compuerta. El confinamiento en los puntos es
tal que la energía de carga es bastante grande y cuando hay un número im-
par de electrones es posible tener efecto Kondo debido a la degeneración
de espín. Por otra parte, el hecho de que los puntos son interactuantes hace
que no sea posible cambiar las ocupaciones de forma independiente. En el
mapa de estabilidad de ocupaciones (N1, N2) como función de las tensiones
de compuerta Vg1 y Vg2, hay líneas de coexistencia donde la adición de un
electrón extra en cualquiera de los dos puntos es equivalente. Tal como se
presentó en el último Capítulo, este trabajo está enfocado cerca del punto
de coexistencia donde dos estados con un número total impar de electrones
se vuelven degenerados, por ejemplo (1, 0) ↔ (0.1). El índice orbital puede
ser considerado como un pseudo-espín. La degeneración completa de espín
más pseudo-espín conduce a un efecto Kondo más fuerte, el efecto Kondo
SU(4).
Este sistema fue propuesto como una herramienta experimental para es-
tudiar la estructura de la función de onda del estado Kondo. Dado que el
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transporte a través de cada punto puede ser controlado de forma indepen-
diente, con respecto al estado Kondo, estos son directamente sondas resuel-
tas en pseudo-espín. Idealmente, esto permitiría una espectroscopía direc-
ta de las densidades espectrales, cuyas contribuciones se puede medir en
función del desdoblamiento pseudo-Zeeman que rompe la simetría SU(4).
Sin embargo, como se ha demostrado en el último capítulo, las densidades
de estado de equilibrio son modificadas por los voltajes aplicados de una
manera compleja. En consecuencia, las conductancias G1 y G2 muestran un
escenario interesante debido a los efectos de correlación en función de los
voltajes V1 y V2.
En general, uno de los problemas para la realización experimental del
efecto Kondo SU(4) es que los acoplamientos deben satisfacer ΓS1 + ΓD1 =
ΓS2 +ΓD2, de lo contrario la simetría SU(4) se pierde. En este capítulo se ana-
lizan los efectos de un acoplamiento asimétrico de los dos pseudo-espines y
se muestra cómo con la sintonización apropiada del desdoblamiento pseudo-
Zeeman y un cuidadoso control de la temperatura, es posible restaurar una
simetría SU(4) efectiva.
10.1. De SU(4) a SU(2) por medio de un desdobla-
miento pseudo-Zeeman δ
Los parámetros relevantes de nuestro modelo para este sistema se mues-
tran en la Fig. 10.1. Los siguientes resultados corresponden al caso de equili-
brio, i.e. µSi = µDi = εF = 0, fijando el nivel de Fermi a cero. La hibridación
total de un punto se toma como la unidad de energía Γi = ΓSi+ΓDi = 1. Co-
mo se muestra en la Fig. 10.1(b), el modelo describe el sistema cerca del pun-
to de degeneración donde E1 = E2. Es posible controlar la energía relativa
de los niveles con tensiones electrostáticas. Esto es como un campo pseudo-
magnético que genera un desdoblamiento pseudo-Zeeman δ = E2 − E1,
tomado como positivo en la figura.
La densidad de estados ρi se muestra en la Fig. 10.2 en la condición de
plena simetría SU(4). Los parámetros correspondientes son E1 = E2 = −4 y
Γ1 = Γ2 = 1. Como consecuencia del aumento de la degeneración, el efecto
Kondo es más fuerte que para el caso habitual SU(2). La resonancia Kondo,
cerca del nivel de Fermi, es más ancha. La temperatura de Kondo se puede
extraer del ancho mitad a la mitad del máximo del pico, TK(SU(4)) = 0.012.
El pico se desplaza respecto del nivel de Fermi (en comparación con el caso
SU(2) donde tiende a estar centrado en cero) una cierta cantidad consistente
con la regla suma de Friedel, es decir, con el fin de satisfacer la condición del
valor de la densidad de estados en el nivel de Fermi a temperatura cero (véa-
se la discusión en el Capítulo 6). La degeneración orbital se puede romper
con un desdoblamiento pseudo-Zeeman δ. TomandoE1 = −4 yE2 = E1 +δ,
es posible explorar diferentes regímenes según el valor de δ, desde δ = 0 que
corresponde al caso SU(4) a δ →∞ donde el hay simetría SU(2) con un sólo
nivel. Esta transición suave se discutió en el Capítulo 6 en el contexto de
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Figura 10.1: (a) Esquema de la configuración experimental. Hay dos puntos cuánticos QD1
y QD2, que están conectados cada uno a una fuente (S1, S2) y a un sumidero (D1, D2) por
separado. Hay una repulsión de Coulomb entre ellos U12 que consideramos muy grande.
(b) Diagrama de ocupaciones estables (N1, N2) en función de las energías de los niveles
localizados en QD1 y QD2. Estas energías se pueden controlar con tensiones de compuerta.
Sintonizando los parámetros apropiadamente se puede estar en una línea de la coexistencia
(comienzo de la flecha roja), donde dos configuraciones con el mismo número total de elec-
trones son equivalentes. Trabajamos con un número total de electrones impar para estar en
el régimen de Kondo. La flecha roja marcada con δ = E2 − E1 indica nuestra convención
para la ruptura de la simetría. En (c) y (d) se muestra nuestra convención para la aplicación
de voltajes, utilizada para estudiar las propiedades de transporte.
nuestro modelo de interferencia que se reduce a un modelo de Anderson
SU(4) con un campo de ruptura de simetría en el caso de φ = π. Mientras
la separación δ es menor que TK(SU(4)), el sistema se comporta como en
el límite SU(4). Tan pronto como δ ∼ TK(SU(4)), la temperatura de Kondo
comienza a bajar bruscamente y las densidades de estados pasan a ser muy
diferentes para cada uno de los pseudo-espines.
La evolución de TK con δ se muestra en la Fig. 10.3(a). La variación es
de varios órdenes de magnitud, desde TK(SU(4)) = 0.012 a un valor mucho
más bajo, TK(SU(2)) ∼ 5. 10−4. Esta transición suave está acompañada con
un cambio en las ocupaciones, de n1 = n2 ≈ 0.5 en el límite SU(4) a n1 ≈ 1
y n2 ≈ 0 para δ muy grande. En lugar de las ocupaciones, se muestran
en la Fig. 10.3 (b) las conductancias de equilibrioGi (calculadas en respuesta
lineal). Para δ muy grande,G1 → 2e2/h, mientras queG2 → 0. A medida que
δ ∼ 0.01 ≈ TK(SU(4)), ambas conductancias se vuelven casi iguales G1 =
G2 = 0.35. Este valor es una consecuencia de la violación de la regla de suma
de Friedel en la aproximación non-crossing (NCA). Se puede demostrar que
dentro de la NCA la densidad de estados a T = 0 evaluada en el nivel de
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Figura 10.2: Densidad de estados del nivel localizado en QD1 a bajas temperaturas en
el caso de simetría SU(4). Corresponde al estado |1σ〉. La energía del nivel localizado es
E1 = −4 y Γ1 = Γ2 = 1. Además del pico de transferencia de carga ubicado en ω = E1,
existe una resonancia Kondo ancha cerca de ω = 0. Un zoom a las energías cercanas al nivel
de Fermi, EF = 0, se presenta en el recuadro interior. El máximo de la resonancia Kondo





























































Figura 10.3: Evolución de (a) la temperatura de Kondo TK y (b) las conductancias Gi con








lo que da ρNCA(2)m (0) = π
2
9




el SU(4), donde ρF(N) es la densidad de estados que se espera de acuerdo a
la regla de suma de Friedel para degeneración N 1. Esto significa un 9.7 %
de sobreestimación en el límite del SU(2) y un 21 % de subestimación en el
SU(4). El 79 % de G0/2 es de 0.39 que se esperaría a temperatura cero 2.
1Aquí he considerado ρF(2) = 1π∆ y ρ
F(4) = 12π∆ . Ver Capítulo 6.
2Agradezco a Pablo Roura-Bas por aclarar este punto para mí.
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Figura 10.4: Densidad de estados del nivel localizado |iσ〉 correspondiente a QD1 y QD2
para un desdoblamiento pseudo-Zeeman δ = 0.5 a T = 5.10−5 (panel superior) y para
varias temperaturas (a), (b). Parámetros:E1 = −4, Γ1 = Γ2 = 1,D = 10. A temperaturas
muy bajas (T < TK(SU(2))) hay una resonancia Kondo estrecha en ρ1 y también un
pico satélite en ω ∼ −δ. En ρ2 sólo hay un pico satélite en ω ∼ +δ. Los picos satélite
son causados por correlaciones orbitales y se desarrollan a temperaturas más altas, T ∼
10TK(SU(4)).
En la transición suave SU(4)→ SU(2), existe un régimen muy interesan-
te para δ > TK(SU(4)) pero no tan grande. En la Fig. 10.4 las densidades
de estados se muestran para δ = 0.5. Este es el valor del desdoblamien-
to pseudo-Zeeman que se consideró en el último capítulo para analizar las
propiedades de transporte. En comparación con el resultado presentado en
la Fig. 10.2, se puede observar que la densidad de estados ρ1 para el doblete
con la energía fija E1 = −4 (pseudo-espín i = 1) calculada a temperaturas
muy bajas (Fig. 10.4(a)) muestra un pico Kondo mucho más estrecho, más
centrado en cero, que corresponde al efecto Kondo SU(2). También hay un
pico satélite, un pico de energía finita en ω ∼ −0.5 = −δ. Este pico tiene
un ancho ∼ TK(SU(4)) y es también consecuencia de las correlaciones. La
densidad de estados para el otro pseudo-espín, ρ2 (recuadro interior en la Fig.
10.4(a)) no muestra ninguna otra estructura que un pico en ω ∼ +0.5 = +δ.
La dependencia de los picos de satélite con la temperatura es diferente que
la de la resonancia Kondo SU(2). En la Fig. 10.4(b) y (c) se presenta la evo-
lución de las densidades de estados con temperatura. Los picos satélite se
desarrollan a mayor temperatura. Se producen por correlaciones relaciona-
dos con una escala diferente, TK(SU(4)), que es mayor. Hemos observado
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un comportamiento similar para diferentes valores de δ, cerca de la transi-
ción suave.
10.2. El desdoblamiento efectivo: la pérdida de si-
metría
La simetría SU(4) es muy sensible a las imperfecciones experimentales.
De hecho, si uno de los puntos está más acoplado a los cables que el otro,
aún cuando las energías sean las mismas, se pierde la simetría completa y el
sistema sólo muestra efecto Kondo SU(2) a bajas temperaturas. Esto ocurre,
como se discute en lo que sigue, porque en el régimen de Kondo, si los pun-
tos no están acoplados igualmente, sus energías se renormalizan diferente-
mente desde el punto de vista del grupo de renormalización. A medida que
desciende la temperatura, el nivel más acoplado domina la física.
Para ilustrar esto, el efecto de un acoplamiento asimétrico en las densi-
dades de estados se muestra en la Fig. 10.5. En este caso, E1 = E2 = −4 pero
Γ1 6= Γ2. Uno de los acoplamientos se mantiene igual a la unidad Γ1 = 1 y
Γ2 toma valores 0.5, 0.7 y 0.9. De acuerdo con estos parámetros, el pseudo-
espín i = 1 está más acoplado. Las densidades de estados resultantes ρ1 y
ρ2 son muy similares al caso que se muestra en la Fig. 10.4 para δ = 0.5.
Hay picos satélites en ω = −δ̃ en ρ1 y en ω = +δ̃ en ρ2. En ρ1 también hay
un pico Kondo en el nivel de Fermi que está más cerca de cero de lo que se
encuentra en el límite SU(4) a medida que Γ2 → Γ1.
El efecto de tener diferentes acoplamientos es como un desdoblamiento
efectivo δ̃. Este desdoblamiento efectivo es mayor para Γ1 = 1, Γ2 = 0.5
y se hace más pequeño para Γ2 = 0.9. Si las energías renormalizadas son
Ẽi, es posible definir la separación efectiva como Ẽ2 = Ẽ1 + δ̃. Con estos
parámetros, los desdoblamientos efectivos resultantes son 0.13, 0.08 y 0.03
para Γ2 = 0.5, 0.7 y 0.9 respectivamente (curvas negras, rojas y verdes en la
Fig. 10.6). Estos valores se han obtenido a partir de la posición de los picos
satélite en las densidades de estados.
Estos valores de δ̃ se pueden comparar con un cálculo del grupo de re-
normalización funcional que generaliza el de Haldane para el caso SU(2).
Según Haldane [Haldane, 1978a], el estado localizado puede estar vacío con
energía e0 u ocupado con ei. La energía Ed = ei−e0. Todas estas energías co-
rresponden al nivel aislado. Si se toma en cuenta el acoplamiento a la banda,
cuando se llava a cabo la integración sobre los estados de conducción cerca
de la parte superior y la parte inferior de la banda, hay una renormalización
de estas energías. Esta renormalización es causada por los posibles procesos
de destrucción de un electrón en el nivel localizado y su creación en la banda






, donde Vi es la amplitud de hibridación (∆i = Γi/2 = πρ0V 2i ,
para una densidad de estados constante ρ0 para los electrones de conduc-
ción), el factor 2 proviene de las contribuciones de espín hacia arriba o abajo
y −D es la parte inferior de la banda de conducción. El estado ocupado



































Figura 10.5: Densidades de estados para los niveles localizados |iσ〉 a bajas temperaturas
en el punto de degeneración E1 = E2 = −4 con diferentes hibridaciones: Γ1 = 1, Γ2 = 0.5
(negro), 0.7 (rojo) y 0.9 (verde). La curva de línea continua (discontinua) corresponde a ρ1
(ρ2). Un zoom a ω ∼ 0 se presenta en el recuadro interior. El efecto de los acoplamientos
desiguales es análogo a la presencia de una separación efectiva δ̃. Este desdoblamiento es
más grande cuando las hibridaciones son más disiguales.
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donde α es una cantidad del órden de la unidad que tomamos α = 2. Los
valores de δ̃ de la Ec. (10.1) se muestran en la Fig. 10.6 (línea azul disconti-
nua). Los puntos negros corresponden a los valores extraídos de la posición
de los picos de satélite en las densidades de estados. Se puede observar que
el acuerdo es bastante bueno.
10.3. Restauración de la simetría
Cuando se rompe la simetría SU(4) surge la cuestión de si es posible
restaurarla nuevamente. Dado un δ finito o diferentes hibridaciones Γ1 6= Γ2,
la simetría se rompe a nivel del Hamiltoniano, por lo tanto a un nivel muy
fundamental.
De hecho, a pesar de la simetría SU(4) rota, nuestros resultados sugie-
ren que para una temperatura fija la simetría puede ser restaurada de una
manera efectiva. Es necesario aclarar que los parámetros se pueden ajus-
tar para recuperar las características aproximadas de la simetría SU(4) pero,
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Figura 10.6: Desdoblamiento efectivo δ̃ en función de Γ2. Los puntos corresponden a los
valores obtenidos a partir de la posición de los picos de satélite en las densidades de estados.
La línea azul discontinua es el resultado de la Ec. (10.1).
esta afinación depende de la propiedad que se estudia. En este sentido, la
afirmación correcta no es que el sistema tiene simetría SU(4) sino que es más
apropiada la afirmación de que con respecto a las ocupaciones o las conduc-
tancias o alguna propiedad (como se discute a continuación), el sistema se
comporta como si la simetría fuese SU(4). Esto es lo que entendemos como
una restauración efectiva de la simetría en este trabajo.
La idea detrás de la restauración de la simetría es compensar la sepa-
ración efectiva. En el caso de diferentes hibridaciones Γ1 6= Γ2, la sime-
tría puede ser restaurada por la introducción de un cierto desdoblamiento
pseudo-Zeeman negativo δ = −δ̃. Si la energía del nivel cuyo acoplamien-
to es más débil es disminuida, es posible encontrar una temperatura a la
que la diferencia de energía compensa el efecto de la renormalización di-
ferenciada causada por los acoplamientos distintos. Esta compensación se
puede comprobar, por ejemplo, en las ocupaciones ni a bajas temperaturas.
La evolución de ni(T ) se muestra en la Fig. 10.7 para los tres casos analiza-
dos anteriormente: Γ1 = 1, (a) Γ2 = 0.5, (b) 0.7 y (c) 0.9. La energía del nivel
localizado en QD1 está fija en E1 = −4. La energía E2 se elige inferior a E1
en una cantidad δ̃. En la Fig. 10.7(a) E2 = E1 − 0.13, (b) E2 = E1 − 0.08 y (c)
E2 = E1 − 0.03. Esto corresponde a los desdoblamientos efectivos extraídos
de la posición de los picos satélite en las densidades de estados.
Se puede observar en la Fig. 10.7 que como efecto de la compensación las
ocupaciones n1 ∼ n2 en un gran rango de temperaturas de hasta una tem-
peratura Teff donde n1(Teff ) = n2(Teff ). Por encima de Teff , el doblete con
la energía más baja E2 está un poco más poblado. En Teff las ocupaciones
son las mismas, es decir, los dos estados tienen el mismo peso. Por debajo
de Teff el doblete que se hibrida más se convierte en la más poblado. Este
cambio en el estado de menor energía es una consecuencia de la hibridación
con los electrones de conducción. A pesar del hecho de que es posible hacer





























































Figura 10.7: Ocupaciones en función de la temperatura para Γ1 = 1, Γ2 = (a) 0.5, (b) 0.7
y (c) 0.9. La energía del nivel localizado en QD1 (en negro) es de E1 = −4. La energía del
otro doblete (en rojo), que tiene el acoplamiento más pequeño, se fija restando una cantidad
que corresponde al desdoblamiento efectivo: E2 = E1 − δ̃: (a) δ̃ = 0.13, (b) δ̃ = 0.08 y (c)
δ̃ = 0.03. El caso E1 = E2 se muestra para comparación con líneas de trazos.
que las ocupaciones sean las mismas, no es necesariamente cierto que las
densidades de estados tambíen lo son. A T = 0 si n1 = n2, ρ1(0) = ρ2(0)
por la regla suma de Friedel. Como se verá más adelante, las densidades de
estados se vuelven muy similares y dan la misma integral en Teff . Sin em-
bargo, la resonancia Kondo no es la misma, difieren cerca del nivel de Fermi.


























Figura 10.8: Ocupaciones ni en función de la temperatura para varios valores del desdo-
blamiento pseudo-Zeeman δ = E2 − E1. Las hibridaciones son Γ1 = 1 y Γ2 = 0.5, como
en la Fig. 10.7(a). La línea negra (roja) corresponde al nivel localizada en QD1 (QD2), es
decir, el nivel más (menos) hibridado.
La temperatura Teff depende del campo δ. La elección de δ cerca del des-
doblamiento efectivo, δ = −δ̃, tomado de la posición de los picos satélite en
las densidades de estados es una buena estimación inicial. La temperatura
de la restauración Teff se puede variar órdenes de magnitud con el ajuste
fino de δ. Diferentes curvas de ni(T ) se presentan en la Fig. 10.8 para varios
valores del desdoblamiento pseudo-Zeeman δ (fijado a priori) en el caso
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Figura 10.9: Evolución de las densidades de estados a bajas temperaturas con δ. El ni-
vel localizado en QD1 (línea negro) tiene energía E1 = −4 y el nivel en QD2 (lí-
nea roja) tiene energía E2 = E1 + δ. Las curvas sucesivas corresponden a −δ =
0, 0.05, 0.1, 0.12, 0.13, 0.1305 y 0.1309. La temperatura es T ≈ 5.10−3. (panel izquier-
do) Rango de energías extendido para mostrar el pico de transferencia de carga. (panel de-
recho) Zoom cerca del nivel de Fermi.
Γ1 = 1, Γ2 = 0.5. Para δ = 0, E1 = E2 y el estado localizado de QD1 (en
negro), que tiene una hibridación más grande, se convierte en el más po-
blado. Un comportamiento similar se observa para los valores intermedios
−0.13 < δ < 0. No hay inversión de población hasta δ ≈ −δ̃. La temperatu-
ra a la que las ocupaciones son las mismas se mueve de forma exponencial
con el ajuste fino alrededor de este valor: en la figura, δ se varía entre -0.13
y -0.131 y Teff cambia 0.01 a 0.0001. Esta temperatura es muy baja y menor
que TK(SU(4)). En este rango, el nivel con E2 está ligeramente más pobla-
do que el otro hasta Teff . Como se muestra en la figura, para δ < −0.131
no hay inversión de población y el nivel localizado en QD2 se mantiene co-
mo el más poblado en todo el rango de temperatura. Este análisis muestra
que la restauración efectiva de la simetría se puede conseguir moviendo la
temperatura para un desdoblamiento pseudo-Zemman fijo o con una pues-
ta a punto de las energías a una temperatura dada. En cualquier caso, esta
afinación debe hacerse con cuidado.
La restauración efectiva de simetría observada en las ocupaciones n1(Teff ) =
n2(Teff ) está relacionada con una modificación de la densidad de estados.
En la Fig. 10.9, la densidad de estados para los dos pseudo-espines se mues-
tran a la misma temperatura T = 5.10−3 para diferentes valores de δ en el
caso Γ1 = 1 y Γ2 = 0.5 (i = 1 es negro y i = 2 es de color rojo). Las cur-
vas están desplazadas artificialmente. En el panel izquierdo de la Fig. 10.9
se presenta un amplio rango de energías para incluir el pico de transferen-
cia de carga en ω = −4. Cuando la separación efectiva no está compensada
(E1 = E2) la única contribución a ρ2 es el pico satélite en ω = δ̃. No hay pico
de transferencia de carga en la densidad de estados del nivel localizado en
QD2 a pesar del hecho de que, a priori, que tienen la misma energía. El efec-
to de la compensación δ se observa primeramente cerca del nivel de Fermi
(panel derecho). El pico satélite en ρ2 desplaza hacia energías más bajas a



































Figura 10.10: (a) Ocupación ni en función de la temperatura para Γ1 = 1 y Γ2 = 0.9.
Los dobletes tienen energías E1 y E2 = E1 + δ, con δ = −0.031. La temperatura a la
que las ocupaciones son la misma se indica con una flecha como Tocc. (b)(c) Las densidades
de estados se comparan a Tocc. Tienen el mismo pico de transferencia de carga, pero las
resonancias Kondo son ligeramente diferentes.
medida que δ está más cerca de −δ̃. Como se puede observar en el panel
izquierdo, para δ = −0.13, el peso del pico de transferencia de carga se res-
taura en ρ2 y ambas curvas son muy similares. Dado que estos resultados
corresponden a una temperatura fija T , es posible encontrar un valor de δ
en el que T = Teff . En la figura, para δ = −0.1305, ρ1(ω = −4) ≈ ρ2(ω = −4).
Una vez que el desdoblamiento efectivo se compensa, las densidades de es-
tados también son muy similares cerca del nivel de Fermi. Pero, como se ha
indicado anteriormente, no es posible hacerlas coincidir en todo el rango de
energías.
En la Fig. 10.10(b) y (c), una comparación entre las densidades de estados
se muestra a la temperatura a la que las ocupaciones son las mismas con una
buena precisión. Esta temperatura se indica con una flecha como Tocc en la
Fig. (a). Se puede observar que, aunque las densidades de estado son muy
similares, difieren cerca del nivel de Fermi. La resonancia Kondo del doblete
con menor energía E2 = E1 − |δ| es mayor.
Dependiendo de la propiedad que se estudia, la sintonización de los pa-
rámetros puede ser diferente para conseguir la simetría efectiva. Esto se ilus-
tra en la Fig. 10.11 donde las densidades de estados se comparan para dife-
rentes condiciones. En la Fig. 10.11(a), los parámetros se afinan para hacerlas
coincidir en el nivel de Fermi, ρ1(0) = ρ2(0). Esta condición lleva a densida-
des de estados muy similares en todo el rango de energías. Las ocupaciones
son ligeramente diferentes, n1(T ) = 0.470 y n2(T ) = 0.465 y la resonancia














































Figura 10.11: Densidades de estados para Γ1 = 1, Γ2 = 0.9 y E1 = −4. (a) La energía
se sintoniza a E2 = E1 − 0.305 y la temperatura T = 0.37 10−2 se elige para que ambos
dobletes tengan la misma densidad de estados en el nivel de Fermi. Las ocupaciones son
ligeramente diferentes n1(T ) = 0.470 y n2(T ) = 0.465. Las temperaturas Kondo son
TK1 = 0.0098 y TK1 = 0.0091. (b) La energía se sintoniza a E2 = E1 − 0.29 y a una
temperatura elegida para tener el mismo valor máximo en la densidad de estados.
duce casi en la misma posición y la forma de la resonancia corresponde a
la del efecto Kondo SU(4) aunque TK1 = 0.0098 y TK2 = 0.0091. En la Fig.
10.11(b), los parámetros se eligen para obtener el mismo valor del máximo
de la resonancia Kondo ρmax1 = ρmax2 . Cuando se cumple esta condición, el
peso del pico de transferencia de carga es muy diferente para cada doblete,
las ocupaciones no son similares y la resonancia en ρ2 está desplazada hacia
la derecha con respecto a ρ1.
10.4. Conclusiones
En este capítulo hemos explorado la posibilidad de obtener una simetría
SU(4) efectiva en un sistema de dos puntos cuánticos incluso cuando los
acoplamientos de los dos puntos a los cables no son los mismos. Aunque la
simetría se rompe, dependiendo de la propiedad que se estudie, los paráme-
tros pueden ajustarse de tal manera que las mediciones correspondan a un
SU(4) emergente. Esto es relevante para entender resultados experimentales




El acoplamiento a un modo
bosónico
“There’s really nothing remarkable about it. All you have to do is to
hit the right key at the right time and the instrument plays itself.”
J. S. Bach.
11.1 El Hamiltoniano electrón-fonón.
11.2 Un modelo electrónico efectivo.
[11.2.1] Apagando la hibridación.
[11.2.2] La transformación canónica.
[11.2.3] Estimación variacional del nivel de energía efectivo.
11.3 La solución numérica dentro de la NCA.
La tercera parte de esta tesis está dedicada al estudio de las propiedades
de transporte de sistemas nanoscópicos donde hay otros grados de liber-
tad relevantes además de los electrónicos. Entre estos sistemas, las molécu-
las son un ejemplo muy representativo, ya que presentan un acoplamiento
importante entre los electrones y los modos vibracionales [Zhitenev et al.,
2002] [Park et al., 2000] [Fernández-Torrente et al., 2008] [Ballmann et al.,
2012]. La presencia de un grado de libertad bosónico acoplado a los electro-
nes es un problema general que puede encontrarse en muchos escenarios
diferentes. Por ejemplo, el acoplamiento del campo electromagnético de una
cavidad, descripto en términos de modos normales, con un punto cuántico
[Frey et al., 2012] o el acomplamiento de un sistema a un baño de osciladores
como un modelo para la decoherencia [Nazarov and Blanter, 2009].
En particular, los sistemas en los que estamos interesados son los sis-
temas nanoscópicos interactuantes, i. e. donde las interacciones electrón-
electrón son relevantes y no se pueden despreciar en una descripción rea-
lista. Este es el caso de los sistemas que han sido descriptos en la primera y
segunda parte de esta tesis. En estos sistemas, hay regiones donde los elec-
trones se encuentran confinados formando átomos artificiales con estados
localizados y un espectro discreto de energía [Kouwenhoven and Marcus,
1998]. Hay una energía de carga que representa el costo que implica tener
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dos electrones en el mismo nivel y en función de los parámetros, diferentes
comportamiento pueden observarse en las propiedades de transporte como
consecuencia de las interacciones [Grabert and Devoret, 1992] [Kouwenho-
ven et al., 1997]. Como ejemplo, existe un régimen de bloqueo de Coulomb
donde la conductancia cae a cero hasta que el costo de energía debido a la
repulsión de Coulomb es suministrado por la fuente con el fin de poner un
electrón extra en el sistema [Kastner, 1992]. Otro régimen interesante es el
régimen de Kondo [Hewson, 1997]. Para un número impar de electrones en
el sistema, en ausencia de campo magnético, el nivel de energía es un doble-
te. Si este doblete está profundo por debajo del nivel de Fermi y la repulsión
de Coulomb es lo suficientemente grande, el estado localizado puede ser
ocupado por un electrón con espín hacia arriba o hacia abajo, pero no los
dos al mismo tiempo. Hay procesos virtuales que implican a los electrones
de conducción que apantallan el magnetismo debajo de cierta temperatura
característica TK formando un estado de muchos cuerpos singlete [Kouwen-
hoven and Glazman, 2001]. Este es el efecto Kondo que se manifiesta como
un aumento en la densidad de estados del nivel localizado cerca del nivel de
Fermi. Este pico se conoce como resonancia Kondo y su ancho está relacio-
nado con la temperatura de Kondo TK , que es la escala por debajo del cual
las correlaciones se vuelven dominantes. El efecto Kondo se observa en las
propiedades de transporte como un aumento de la conductancia a voltaje
cero [Ng and Lee, 1988] [Glazman and Raikh, 1988] [Meir et al., 1993].
En presencia de un modo bosónico que se acopla a los grados de libertad
electrónicos, hay diferentes efectos a tener en cuenta [König et al., 1996]. En
primer lugar, hay una renormalización de los parámetros electrónicos rele-
vantes: las energías de los niveles, la hibridación de los niveles localizados
con las bandas de conducción, incluso de la interacción electrón-electrón.
Este renormalización de los parámetros puede cambiar por completo el ré-
gimen de transporte y por lo tanto las propiedades observadas. Cómo su-
cede esto es muy difícil de predecir. En el caso de un sistema interactuan-
te, el problema completo puede ser muy complicado y la mayoría de las
cosas tienen que ser investigadas dentro de alguna aproximación [Paaske
and Flensberg, 2005] [Cornaglia et al., 2005] [Balseiro et al., 2006] [Monreal
and Martin-Rodero, 2009] [Hewson and Meyer, 2002]. En segundo lugar, la
energía puede ser intercambiada entre los electrones y los bosones. La ab-
sorción o emisión de energía que implica la creación o destrucción de un
bosón son procesos inelásticos disponibles que se observan en el transpor-
te como características a tensión o temperatura finita [Kim et al., 2011]: por
ejemplo, un aumento de la conductancia a un voltaje que corresponde a la
energía de un modo bosónico. En tercer lugar, también hay que considerar
el efecto del acoplamiento de los modos bosónicos con un estado electrónico
de muchos cuerpos, tal como el estado Kondo. Como consecuencia de este
acoplamiento, hay una renormalización de la escala en la que las correlacio-
nes se vuelven dominantes, i.e. TK . La dependencia de la temperatura de
Kondo con la intensidad del acoplamiento al modo bosónico está todavía
en debate [Hewson and Meyer, 2002]. Se plantea además la cuestión de si
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este estado de muchos cuerpos virtual puede ser replicado de manera cohe-
rente a un espacio con un bosón más (o uno menos) [Roura-Bas et al., 2013]
[Rakhmilevitch et al., 2014].
En esta parte de la tesis se abordan estas cuestiones y se dan algunas
respuestas parciales a este difícil problema. En este capítulo, se presenta y
discute el formalismo. En particular, se presentan los diferentes enfoques
para resolver el problema y la renormalización de los parámetros dentro de
cada uno de ellos. En el Capítulo 12, se presenta el estudio del transporte
fuera de equilibrio a través de moléculas vibrantes con especial énfasis en el
régimen de Kondo.
Hay otra razón importante que hace relevante al estudio del acoplamien-
to con modos bosónicos para las propiedades de transporte. Como se ha dis-
cutido en el primera parte de esta tesis, en algunas moléculas y arreglos de
puntos cuánticos es posible observar efectos de interferencia [Guédon et al.,
2012] [Vazquez et al., 2012] [Valkenier et al., 2014]. El acoplamiento con los
fonones (u otro modo bosónico) ha demostrado desempeñar un papel im-
portante en el estudio de los fenómenos de interferencia [Härtle et al., 2011]
[Ballmann et al., 2012]. La cuestión es si la interferencia es robusta en pre-
sencia de un modo bosónico o si resulta completamente borroneada. Esta
cuestión se aborda parcialmente en el Capítulo 13.
11.1. El Hamiltoniano electrón-fonón
Los grados de libertad bosónicos a tener en cuenta son los modos vibra-




~ωq (a†qaq + 1/2),
donde a†q crea un bosón en el modo q con energía ~ωq. Esto describe fonones
tipo Holstein [Mahan, 2000]. Los grados de libertad electrónicos se descri-
ben con el Hamiltoniano de Anderson













σ ndσ, ndσ = d
†
σdσ, d†σ (dσ) crea (destruye) un electrón con espín
σ en el estado localizado (por ejemplo, de una molécula o punto cuántico),
Ed es la energía de este nivel y U es la energía de la repulsión de Coulomb.
c†νkσ (cνkσ) es el operador de creación (destrucción) de un electrón de con-
ducción a la izquierda (ν = L) o derecha (ν = R), y V νk es el elemento de
salto entre los cables y el estado localizado. Para cada energía εLk = ε
R
k′ para
las que hay estados a la izquierda y la derecha, sólo la combinación lineal
V Lk cLkσ + V
R
k′ cRk′σ se hibrida con el estado localizado. Así, el modelo es efec-
tivamente un modelo de Anderson de un canal.
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El acoplamiento entre los electrones y los bosones por medio de los pro-






q + aq)nd, (11.1)
donde λq es la constante de acoplamiento electrón-bosón. Este Hamilto-
niano acopla la carga en el sistema ∝ nd con las coordenadas xq del os-
cilador. En las moléculas, por ejemplo, la adición de un electrón produce
un estiramiento de la molécula para minimizar la interacción electrostática,
cuando se retira la carga extra, la energía elástica es relajada y la molécula
vuelve a su posición de equilibrio (ver Fig. 11.1). Este es el acoplamiento
representado por el Hamiltoniano en la Ec. (11.1).
Figura 11.1: Ilustración del acoplamiento de la carga electrónica y un modo de estiramiento
de la molécula.
































q + aq)ni, (11.2)
donde hay una repulsión entre nivel Uij y cada nivel i se acopla a una ban-
da diferente marcada también con i. Este Hamiltoniano corresponde a un
modelo Anderson-Holstein SU(N) (ver Fig. 11.2(a)).
En el caso del modelo de Aligia (ver Capítulo 5 y la Fig. 11.2(b)), que con-
sidera dos dobletes hibridados con un solo par de cables fuente-sumidero,
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(a) (b)
(c)
Figura 11.2: Representación de los diferentes modelos en presencia de los modos de vibra-
ción: (a) varios dobletes hibridados cada uno con un par de cables fuente-sumidero, (b) el
modelo de Aligia y (c) un nivel localizado solo acoplado a ambos, electrones de conducción
y vibraciones.
Para el resto de este capítulo y también el siguiente, sólo un nivel de
energía Ed y un modo con frecuencia ω0 son considerados. Esto se ilustra en
la Fig. 11.2(c). Tomando ~ = 1 y descartando un término de energía cons-
tante












σcνkσ + H.c.) + λ(a
† + a)nd. (11.4)
Los estados localizados se acoplan a dos diferentes grados de libertad:
por un lado, a los electrones de conducción a través de la hibridación V νk ;
por el otro lado, a los fonones a través de λ. El efecto del acoplamiento a la
banda es dar una vida media a los estados localizados. El ancho adquirido
en ausencia de interacciones es el ancho del nivel resonante ∆ = πρ0V 2, pa-
ra acoplamiento V νk = V , independiente del impulso y para una densidad
de estados constante ρ0 para los electrones de conducción. Esta hibridación
disminuye la energía del sistema. Además, el acoplamiento a la banda lleva
al efecto Kondo a bajas temperaturas cuandoEd−εF  ∆ yEd+U−εF  ∆
(εF es el nivel de Fermi). Incluso para λ = 0, este problema interactuante es
difícil de resolver exactamente. El acoplamiento a los fonones induce una
minimización de la energía elástica. La carga eléctrica actúa sobre el mo-
do de vibración como una fuerza. La minimización de la energía elástica se
consigue mediante el desplazamiento de la posición de equilibrio del osci-
lador. Como se muestra a continuación, esto implica una disminución de la
hibridación y afecta a las propiedades electrónicas del sistema, en particular
a bajas temperaturas.
Si los dos acoplamientos son tratados como perturbaciones, un posible
procedimiento sería considerar primero el acoplamiento más fuerte, resol-
ver ese problema y luego incorporar la otra contribución. Para un fuerte
acoplamiento con los fonones, esto significaría hacer alguna transformación
y renormalizar los parámetros electrónicos y luego resolver el problema res-
tante. En el otro límite, esto significaría considerar el acoplamiento a la ban-
da primero y luego corregir con la presencia de fonones. Como se discute
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siguiente sección, estos enfoques dan alguna pista acerca de los fenóme-
nos observados. Sin embargo, algunos de los resultados encontrados de esta
manera están en desacuerdo con los tratamientos más sofisticados [Hewson
and Meyer, 2002].
Hemos hecho un cálculo tratando a ambos acoplamientos en igualdad
de condiciones. Los resultados se presentan en el Capítulo 12. Los detalles
sobre el tratamiento del acoplamiento electrón-fonón dentro de la aproxi-
mación non-crossing (NCA) se dan en la Sec. 11.3 y el Apéndice E. Conside-
ramos que nuestros resultados ayudan a comprender mejor la manera com-
plicada en la que el sistema localizado minimiza la energía en la presencia
de ambos acoplamientos.
11.2. Un modelo electrónico efectivo
En ausencia de acoplamiento entre electrones y fonones (λ = 0), el mo-
delo de la Ec. (11.4) se reduce al modelo de la impureza de Anderson or-
dinario y sus principales propiedades son bien conocidas. En particular, en
el régimen de Kondo la escala característica de baja energía está dada por
la temperatura de Kondo TK ∼ exp [−1/(ρ0J)], donde ρ0 es la densidad de
estados de los electrones de conducción de un dado espín, y para U → ∞
(que corresponde a nuestros cálculos en la NCA) J = 2|VK |2/(εF −Ed) para
VK constante. Aquí εF es la energía de Fermi y K denota k, ν. En este lími-
te de repulsión de Coulomb infinita, el régimen de Kondo corresponde a
εF − Ed  ∆.
Si los electrones pudiesen desacoplarse de los fonones en alguna aproxi-
mación, se podría esperar obtener un modelo puramente electrónico efec-
tivo Heff de la forma del modelo ordinario de la impureza de Anderson,
pero con parámetros renormalizados, Ẽd, ṼK , que describan el movimien-






Como se discute a continuación, la dependencia de TK con λ es difícil
de predecir. En cierta aproximación, la renormalización de los parámetros
en un modelo electrónico efectivo conduce a una dependencia exponencial
de TK con λ. Según nuestros cálculos la dependencia es mucho más débil,
no exponencial. Pero para analizar esto, es necesario definir Ẽd de alguna
manera. Este es el tema de esta sección.
11.2.1. Apagando la hibridación
Si el acoplamiento a la banda está apagado, VK = 0, el número total
de electrones en el sistema nd es un buen número cuántico y la interacción
electrón-fonón λ puede ser eliminada por un simple corrimiento en los ope-
radores de fonones β† = a† − ĉ, donde ĉ es un operador que depende de
nd. Esto simplemente refleja el hecho de que la posición de equilibrio del
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modo normal depende de la ocupación. Dado
HV=0 = [Ed nd + U nd↑nd↓] + ω0 a
†a + λ(a† + a)nd,
el corrimiento implica
ω0 a
†a + λ(a† + a)nd = ω0 (β
† + ĉ)(β + ĉ) + λ(β† + β + 2ĉ)nd
= ω0 (β
†β + ĉ2) + ω0 ĉ(β
† + β) + λ(β† + β)nd + 2λĉnd,
que puede ser diagonalizado eligiendo










Hay un cambio de energía ∆E = − (λnd)
2
ω0
. El valor de ĉ se define para cada
nd. Para nd = 1, la corrección de la energía se puede incorporar en Ed y para
nd = 2 también en U ,
Ẽ0d = Ed −
λ2
ω0




Estos son los parámetros renormalizados para VK = 0. El Hamiltoniano con
estos parámetros es













Para ω0 muy grande, el último término de la Ec. (11.7) se puede descartar
yHV=0 se reduce a un modelo puramente electrónico con parámetros efecti-
vos. En esta aproximación anti-adiabática, cuando se incluye el término de
hibridación, este resulta reducido de manera exponencial debido al hecho
de que se mezcla estados con diferentes nd, y el producto escalar de las fun-
ciones de onda del fonón con diferentes posiciones de equilibrio conduce a
un factor ṼK/VK = exp[−(λ/ω0)2/2]. (véase la Fig. 11.3).
En este límite anti-adiabático con ω0 → ∞ el Hamiltoniano efectivo se
convierte en





KσcKσ + (ṼK d
†
σcKσ + H.c.), (11.8)
con Ẽd = Ẽ0d . Debido a la reducción exponencial de la hibridación con λ,
la temperatura de Kondo también se reduce de forma exponencial. Este
comportamiento no se encuentra en un análisis más sofisticado. El límite
de ω0 →∞ sin embargo, no es realista.




Figura 11.3: Representación del efecto del acoplamiento de electrones y fonones para VK =
0. Cuando la hibridación es cero, el número de electrones en el sistema nd es un buen número
cuántico. El acoplamiento electrón-fonón puede ser absorbido como un cambio en la posición
de equilibrio del oscilador. El oscilador a corresponde a nd = 0 y el oscilador β a nd = 1.
Las funciones de onda del fonón de estos osciladores están desplazadas una respecto a la otra





11.2.2. La transformación canónica
En el caso de VK 6= 0, todavía es posible eliminar el acoplamiento de
electrones y fonones por medio de una transformación canónica. Dado el
Hamiltoniano H la idea es aplicar una transformación eSHe−S para despla-
zar la posición de equilibrio del oscilador (esto se llama una transformación
unitaria Lang-Firsov). Para este propósito, la matriz de transformación está
escrita en términos del operador impulso (que actúa como un operador de


















[S, [S, [S,A]]] + · · ·
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d†σ. La transformación de los operadores




















como se esperaba y eSa†e−S = a† − λnd
ω0
. Los electrones de conducción no se













ã† = a† − λnd
ω0
, ã = a − λnd
ω0
.




















−S = λeS(a† + a)nde
−S,
donde la primera parte da
eSH0e





















−S = λ(eSa†e−S + eSae−S)eSnde
−S = λnd(a




El Hamiltoniano transformado H̃ = eS(H0 + λH1)e−S resulta
H̃ =
[














donde ẼVd = Ẽ
0
d = Ed− λ
2
ω0
y Ũ = U−2λ2
ω0
. La interacción electrón-fonón se ha
eliminado usando una transformación de Lang-Firsov pero el precio a pagar
es que ṼK incluye exponenciales de los operadores de fonones. Para obtener
un modelo electrónico efectivo generalmente se trata con una aproximación
de desacoplamiento que como en el límite anti-adiabático conduce a una
dependencia exponencial de TK en λ para Ẽ0d fijo. Esto no se encuentra en
los tratamientos más elaborados [Hewson and Meyer, 2002].
En cualquier caso, si el límite anti-adiabático, o una aproximación de
desacoplamiento que conducen a un Hamiltoniano puramente electrónico
Heff tienen que ser abandonados, es interesante preguntarse si el nivel de
 11. El acoplamiento a un modo bosónico
energía renormalizado Ẽd está aún dado por Ẽ0d [primera Ec. (11.6)] en un
tratamiento más elaborado. Esta ecuación viene de la optimización de la
energía descuidando la hibridación, que lleva a un corrimiento en la posi-
ción de equilibrio del oscilador (dado por la Ec. (11.5)). Esto a su vez con-
duce a una reducción exponencial de la hibridación. Sería de esperar que
para hibridación grande, un corrimiento más pequeño tenga lugar con una
ganancia más pequeña de energía elástica pero una ganancia más grande en
la energía de hibridación, que pasa ser más conveniente.







donde |g〉 es el estado fundamental y Pn es un proyector en el subespacio
con nd = n. Se muestra en la siguiente sección cómo Ẽd se puede estimar
utilizando una aproximación variacional simple, donde el desplazamiento
del oscilador ĉ se reemplaza por una constante c obtenida minimizando la
energía del estado fundamental.
De acuerdo con nuestros resultados, el corrimiento tiene de hecho una
magnitud menor que λ/ω0 y hay un cambio menor de Ẽd que el correspon-
diente a la Ec. (11.6) para cero hibridación. Sin embargo, el enfoque varia-
cional es demasiado simple y no pretendemos que este resultado sea cuan-
titativamente válido. Los aspectos cualitativos se discuten en el Capítulo
12.
11.2.3. Estimación variacional del nivel de energía efectivo
El nivel de energía renormalizado Ẽd se puede calcular proponiendo una









donde |ψdσ〉 = d†σ|F 〉, |ψKσ〉 = c
†
Kσ|F 〉, |F 〉 es el mar de Fermi lleno de electro-
nes de conducción, c†Kσ (K = ν k) crea un estado de conducción por encima
de la energía de Fermi, y |0a〉 es el vacío de fonones a (a|0a〉 = 0), mientras
que |0β〉 es el vacío del fonón desplazado definido por β† = a† − c, donde c
es un parámetro variacional real, comoA y αK , que se determinan mediante
la minimización de la energía.
Hay que tener en cuenta que esta función de onda, en contraste con la
propuesta por Varma y Yafet (VY) [Yafet and Varma, 1985], no es un sin-
glete sino un doblete. Aunque la elección de VY conduce a una ganancia
de energía del orden de la temperatura de Kondo, que depende exponen-
cialmente en la hibridación VK , y da el espín correcto (S = 0) del estado
fundamental, nuestro doblete gana más energía, con una diferencia propor-
cional a |VK |2 en el límite de Kondo. En este límite, una comparación de la
ocupación local 〈nd〉 = ∂E/∂Ed, donde E es la energía total, con el grupo
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de renormalización numérica (NRG) sugiere que la ganancia de energía es
cualitativamente correcta (aproximadamente la mitad del valor correcto) y
mucho mejor que la predicha por la aproximación de bosones esclavos en




†)n|0α〉 en una base de ocupaciones de los
fonones a, utilizando la ecuación β|0β〉 = (a − c)|0β〉 = 0, es fácil ver que
〈0α|0β〉 = exp(−c2/2). Usando esto y minimizando 〈ψσ|H|ψσ〉 -E(〈ψσ|ψσ〉−













α2K(EF + εK − E), (11.11)
donde EF es la energía de |F 〉.




EF + εK − E
,





Usando la primera ecuación para eliminar αK , asumiendo por simplici-
dad VK = V constante, una densidad de estados constante para los electro-
nes de conducción ρ0 extendiéndose hasta εF +D y llamando a ∆ = πρ0V 2,
se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones




ε = 2λc+ ω0c
2 − e−c2γ(ε), (11.13)
con las definiciones ε = E−EF−Ed, γ(ε) = (∆/π) ln |1−D/(Ed+ε)|. Después
de resolver el sistema, utilizando la Ec. (11.9) y teniendo en cuenta que en el
limite de Kondo los αK significativos son aquellos con εK muy cerca de εF ,
Ẽd = 〈ψdσ| 〈0β|H|0β〉 |ψdσ〉 − 〈ψKσ| 〈0a|H|0a〉 |ψKσ〉 , (11.14)
con K = KF en la esfera de Fermi. El resultado puede ser escrito como







donde c̃ = −ω0c/λ es un número adimensional, con 0 ≤ c̃ ≤ 1. De la primera
Ec. (11.13), es evidente que c̃ = 1 para VK = 0 como se esperaba. En el
Capítulo 12 se discute la relevancia de esta corrección.
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11.3. La solución numérica dentro de la NCA
Con el fin de tratar el acoplamiento entre electrones y fonones y el pro-
blema de la interacción electrónica, hemos ampliado la aproximación non-
crossing (NCA) aplicada al límite de U infinito del modelo de Anderson, pa-
ra incluir explícitamente el efecto de los fonones. Para el caso de un doblete,
la comparación de NCA con resultados del NRG muestra que la NCA des-
cribe bastante bien la física del Kondo [Costi et al., 1995]. El comportamiento
principal de la conductancia diferencial a voltaje pequeño y baja temperatu-
ra está de acuerdo con enfoques alternativos para un líquido de Fermi, y la
dependencia de la conductancia con la temperatura coincide prácticamen-
te con el resultado del NRG en varias décadas de temperatura [Bas, 2010].
Una deficiencia de la NCA es que, a temperaturas muy bajas, se introduce
un pico espúreo en la energía de Fermi en la densidad espectral cuando el
estado fundamental del sistema aislado de los cables es no degenerado, aun-
que las propiedades termodinámicas siguen estando bien descriptas. Por lo
tanto, el método se limita a temperaturas superiores a ∼ TK/20, donde TK
es la temperatura de Kondo. Una ventaja del método es que es una apro-
ximación conservativa y da la dependencia exponencial correcta de TK con
la energía del estado localizada Ed. Mientras que el NRG es más preciso a
bajas energías, la NCA tiene la ventaja comparativa de que se puede exten-
der más fácilmente a las situaciones de no equilibrio. Además, es capaz de
capturar características a altas energías, tales como picos en la densidad es-
pectral fuera del nivel de Fermi, que podrían estar ensanchados o incluso
ser pasados por alto en cálculos del NRG [Bas and Aligia, 2009].
La extensión de la NCA para incluir los fonones se explica aquí breve-
mente. Los detalles de la aproximación non-crossing se pueden encontrar en
la Sec. A.5 del Apéndice A y en los Apéndices B y C. El tratamiento de los
fonones se discute en el Apéndice E. Un bosón esclavo b, y dos fermiones
esclavos fσ son introducidos. b†|0〉 representa el estado sin partículas en el
nivel localizado 1, y los fermiones físicos están dados por d†σ = f †σb. Estas




f †σfσ = Q, (11.16)
con Q = 1, que se impone introduciendo un multiplicador de Lagrange Λ.
Un truco habitual es tomar Λ→∞ al final para proyectar sobre el subespa-
cio físico deQ = 1. Las cantidades de interés se pueden expresar en términos
de las funciones de Keldysh menores y mayores para las pseudo-partículas,
que para los procesos de no equilibrio en el régimen estacionario se definen
como
G<σ (t− t′) = +i〈f †σ(t′)fσ(t)〉,
D<(t− t′) = −i〈b†(t′)b(t)〉,
G>σ (t− t′) = −i〈fσ(t)f †σ(t′)〉,
D>(t− t′) = −i〈b(t)b†(t′)〉.
(11.17)
1En el caso de una molécula, esto correspondería a un nivel molecular
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Estas funciones de Green corresponden a los propagadores interactuantes
(vestidos). En el presente caso, también es necesario añadir las funciones de
Green de los fonones:
A<(t− t′) = −i〈a†(t′)a(t)〉 = −in(ω0) exp(−i(t− t′)ω0),
A>(t− t′) = −i〈a(t)a†(t′)〉 = −i(n(ω0) + 1) exp(−i(t− t′)ω0).
(11.18)
En el último miembro, se ha utilizado el resultado para los fonones no in-
teractuantes, donde n(ω) = [exp(ω/kBT )− 1]−1 es la función de distribu-
ción de Bose-Einstein. Esto se debe a que el diagram a orden λ2 que corrige
el resultado no interactuante contiene dos líneas de pseudo-fermiones (ver
diagrama para Σa en la Fig. 11.4). Estos diagramas se anulan en el límite
de Λ → ∞ (como el correspondiente a la auto-energía de los electrones de
conducción). Por lo tanto, las funciones de Green de fonones no se corrigen










Figura 11.4: Auto-energías obtenidas dentro de la NCA para la contribución electrónica y
el acoplamiento electrón-fonón. La flecha de línea continua recta (ondulada) corresponde al
propagador de la pseudo-partícula fermiónica (bosónica). Las líneas de trazos representan
los electrones de conducción y líneas rizadas los fonones. Los dos primeros diagramas se
anulan en el tratamiento de la NCA (ver texto). El diagrama para el término de Hartree
está en la Fig. 1(c) de Ref. Martin-Rodero et al. [2008].
Las funciones de Green retardadas y avanzadas para los fermiones son
GRσ (t) = θ(t)[G
>
σ (t) − G<σ (t)], Gaσ = Grσ + G<σ − G>σ , y lo mismo para las
funciones de Green bosónicas.
Dentro de la NCA, los diagramas de auto-energía se calculan como a











σfσ, pero sustituyendo los propaga-
dores desnudos por los vestidos, que se determinan auto -consistentemente.
Esto es equivalente a una suma parcial de diagramas de todos los órdenes
en la teoría de perturbaciones (todos los que no tienen cruces).
La mayoría de las ecuaciones integrales auto-consistentes toman la mis-
ma forma que en el caso λ = 0. En la Fig. 11.4, se muestran los diagra-
mas para las diferentes auto-energías. La única diferencia es que las ener-
gías menores y mayores para los pseudo-fermiones incluyen las correccio-
nes electrón-fonón Σ≶ph,σ que se indican a continuación, y la auto-energía
retardada contiene el término de Hartree EH = −2
∑
σ〈f †σfσ〉λ2/ω0, que es
independiente de frecuencia. Este término se anula para Λ→∞.
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Sumando esto a la contribución de la hibridación y usando las Ecs. (11.18),
las auto-energías resultan
Σ<σ (ω) = λ
2 [n(ω0)G
<








fν(ω − ω′)D<(ω′), (11.20)
y
Σ>σ (ω) = λ
2 [n(ω0)G
>
σ (ω + ω0) + (n(ω0) + 1)G
>








(1− fν(ω − ω′))D>(ω′), (11.21)





|V νk |2δ(ω − ενk), (11.22)
es la función de hibridación supuesta independiente de ω.
Con excepción de las Ecs. (11.20) y (11.21), el resto del formalismo, inclu-
yendo la ecuación de la corriente 2, tiene la misma forma que para el caso
sin fonones.
2Esto se explica en detalle en el Capítulo 3.
CAPÍTULO 12
Transporte fuera de equilibrio a
través de moléculas magnéticas
vibrantes
12.1 La densidad de estados en presencia de fonones.
12.2 La dependencia de TK con el acoplamiento electrón-fonón.
12.3 Densidades de estados y conductancia fuera de equilibrio.
12.4 Discusión y conclusiones.
En este capítulo presento nuestros resultados sobre las propiedades de
transporte de moléculas vibrantes. Hemos calculado la conductancia fue-
ra de equilibrio a través de una molécula o un punto cuántico en el que la
ocupación del nivel electrónico correspondiente está acoplada con intensi-
dad λ a un modo de fonones, y también a dos cables conductores. Como
se introdujo en el Capítulo 11, el sistema se describe con el Hamiltoniano
de Anderson-Holstein. El problema se resuelve utilizando el formalismo de
Keldysh y la aproximación non-crossing (NCA) para ambos, la interacción
con los electrones de conducción y las interacciones electrón-fonón. Esto es
muy importante ya que permite tratar ambos acoplamientos en igualdad
de condiciones. Obtenemos una disminución moderada de la temperatu-
ra de Kondo TK con λ manteniendo fija la energía renormalizada del nivel
localizado Ẽd. Se discuten el significado y el valor de Ẽd. La densidad de
estados para los electrones localizados muestra además del pico Kondo de
ancho 2TK , réplicas de este pico desplazado en múltiplos de la frecuencia
de fonones ω0. La conductancia de no equilibrio en función del voltaje Vb a
temperaturas bajas también muestra picos en múltiplos de ω0 además del
pico Kondo central dominante cerca Vb = 0.
12.1. La densidad de estados en presencia de fo-
nones
Los detalles del formalismo y las definiciones se dan en el Capítulo 11
(ver Sec. 11.3). Para los cálculos numéricos, consideramos una densidad de
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estados constante por espín ρ0 entre −D y D para los cables, con D = 10. La
frecuencia del modo fonónico ω0 = 1 se toma como la unidad de energía.
La hibridación es ΓL = ΓR = ∆, donde ∆ es el ancho nivel resonante, i.e. la
mitad del ancho a la mitad del máximo de la densidad de estados en ausen-
cia de interacciones. Sin pérdida de generalidad, se supone εF = 0, donde
εF es el nivel de Fermi de los cables sin voltaje Vb aplicado. Se considera que
para Vb finito, la caída de tensión es simétrica, lo que conduce a potencia-
les químicos µL = eVb/2 y µR = −eVb/2 para los cables. En la Sec. 12.3, se

















Figura 12.1: Comparación de la NCA y los resultados exactos de la densidad de estados
electrónica por espín en función de la frecuencia para V νk = 0 y dos valores de λ. Otros
parámetros son: ω0 = 1,Ed = −0.5, y T = 0. Se añadió una parte imaginaria de magnitud
0.01 para ensanchar artificialmente los diferentes picos.
La primera tarea es poner a prueba la NCA para el acoplamiento electrón-
fonón. En la Fig. 12.1 la densidad de estados del nivel localizado ρdσ(ω) se
muestra en el caso particular de hibridación cero V νk = 0. El resultado pa-
ra dos valores de la interacción electrón-fonón λ se puede comparar con el
resultado exacto. La escala en la figura es logarítmica para hacer visible la
segunda réplica del pico principal. Como se discutió en el Capítulo 11, para
V νk = 0 la ocupación nd es un buen número cuántico y el problema puede ser
resuelto exactamente desplazando los operadores de fonones a de la forma
β = a− ĉ, con ĉ una función de la ocupación [ver la Ec. (11.7)]. Para nd = 1, la
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Figura 12.2: Densidad de estados electrónica por espín como función de la frecuencia para
(a) una alta temperatura T = 0.1  TK y (b) una temperatura muy baja T = 5.10−5 <
TK . ω0 = 1, λ = 0.7, ∆ = 0.2ω0 y Ẽ0d = −0.5. La escala del eje vertical es logarítmica.
Las líneas de trazos corresponden a la posición de las réplicas esperadas.
posición de equilibrio del oscilador β se desplaza con respecto a la de a. Este
cambio no está explícito en la NCA y no es evidente que la física correcta
sea reproducida para grandes valores de λ.
En la Fig. 12.1, la energía del nivel localizado se ha fijado en Ed = −0.5.
Se puede observar que sólo hay réplicas a frecuencia negativa. Para Ẽd <
εF = 0, a temperatura T = 0, la ocupación es nd = 1. En el límite de repul-
sión Coulombiana infinita U , como suponemos, los electrones sólo pueden
ser destruídos en la molécula. Teniendo en cuenta la representación de la
Lehmann de la función de Green [Mahan, 2000] [Fetter and Walecka, 2003],
está claro que este hecho implica que la densidad de estados tiene compo-
nentes sólo a frecuencias negativas (ver discusión más adelante).
Otro punto interesante es que se espera que el pico principal este ubica-
do en ω = Ẽd, es decir, centrado en la energía renormalizada. Para V νk = 0,
Ẽd = Ẽ
0
d = Ed − λ2/ω0, y su intensidad es proporcional al cuadrado de la
superposición entre el estado fundamental de las funciones de onda de fo-
nones para nd = 0 (vacío del operador de fonones a) y nd = 1 (vacío del
operador de fonones β). Hay más picos a bajas energías nω0 con amplitud
reducida por la superposición entre el estado fundamental sin fonones |0β〉
para el oscilador desplazado y el estado |na〉 con n fonones no desplazados.
Como se ve en la Fig. 12.1, la NCA se reproduce muy bien la intensidad y
la posición del pico principal. Para λ grande, la posición de este pico se des-
plaza ligeramente de Ẽd. El cambio de λ2/ω0 se sobreestima en un 5 % para
λ = 0.5ω0. Las réplicas están ligeramente desplazadas hacia energías más
bajas en NCA, y sus intensidades están subestimadas, pero los resultados
siguen siendo semi-cuantitativamente válidos.
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Para el resto del capítulo, los resultados corresponden a VK 6= 0, es decir,
con la hibridación encendida. Es importante señalar que el acoplamiento de
electrones y fonones y la hibridación a la banda de conducción están com-
pitiendo. Si el acoplamiento de electrones y fonones es fuerte, la energía del
nivel localizado y la posición de equilibrio del oscilador se desplazan y la
hibridación se reduce debido a que está dada por la superposición entre las
funciones de onda de fonones desplazadas y sin desplazar. En este sentido,
la energía ganada por la hibridación es más pequeña y la ganancia de ener-
gía elástica se ve favorecida. Sería de esperar para mayor hibridación una
situación intermedia, es decir, un corrimiento más pequeño de los fonones
y una ganancia de energía de hibridación más grande.
Una vez que se toma en cuenta el acoplamiento a la banda de conduc-
ción, varios cambios aparecen en la densidad de estados como se muestra
en la Fig. 12.2 para (a) alta y (b) baja temperatura con respecto a la tempe-
ratura de Kondo. A altas temperaturas, hay varios picos en la densidad de
estados. Si no hubiera fonones, el único pico esperado sería el centrado en
Ẽd. Para el cálculo que se muestra en la figura, la constante de acoplamiento
es λ = 0.7 y el valor de Ẽ0d = Ed − λ2/ω0 = −0.5. El pico que resulta del
cálculo numérico está casi centrado en este valor, es decir, Ẽd ∼ Ẽ0d , que es
razonable para λ grande. El principal efecto de la hibridación del nivel lo-
calizado con la banda de conducción es la vida media finita adquirida. Este
tiempo de vida media surge de la posibilidad de un electrón en el estado
localizado para escapar hacia la banda de conducción. Este es el origen del
ancho 4∆ en el pico a Ẽd. Se puede observar en la Fig. 12.2 la presencia de
réplicas de este pico a frecuencias negativas ω = Ẽd − ω0, Ẽd − 2ω0. Estas
réplicas son menos intensas y más difíciles de observar para mayor n. El
ensanchamiento del pico correspondiente al nivel localizado como conse-
cuencia de la hibridación con la banda de conducción se observa también
en las réplicas. Esto es similar al resultado se muestra en la Fig. 12.1 con los
picos ensanchados por la hibridación.
A diferencia de lo que ocurre a T = 0, también se esperarían réplicas
a frecuencias positivas ω = Ẽd + nω0. Sin embargo, ya que estas réplicas
son producidas por la destrucción de un fonón en el oscilador cargado, su





= e−10 = 4. 10−5,
para T = 0.1ω0 que corresponde a la Fig. 12.2(a) y menos aún para (b). Esto
es indicativo de que incluso a temperatura finitas no se esperan réplicas a
frecuencia positiva. La ausencia de una réplica en ω = Ẽd + ω0 = 0.5 es
coherente con esta observación. Como veremos a continuación, las réplicas
de frecuencia positiva corresponden a la resonancia Kondo.
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Figura 12.3: Esquema de los autoestados del sistema para V νk = 0.
donde |n〉 , |m〉 son estados propios de todo el Hamiltoniano. El esquema
de niveles no es simple de mostrar ya que el problema es interactuante. Sin
embargo, es muy útil representar los posibles estados como en la Fig. 12.3
para VK = 0, con K = ν, k. La ocupación puede ser de nd = 0, 1. Para un
acoplamiento dado λ, la energía del nivel localizado se desplaza a Ẽd. Esta
energía corresponde al estado con nd = 1. Por el lado de fonones, si el estado
localizado es |nd = 0〉, el oscilador no está desplazado y el estado total es
|nd = 0〉 ⊗ |na〉 con energía naω0 . Si el estado localizado está ocupado, la
posición de equilibrio del oscilador se desplaza y el estado total es |nd =
1〉 ⊗ |nβ〉 con energía Ẽd + nβω0. La diferencia de energía sería
Em − En = Ẽd + (nβ − na)ω0.
Como se explicó antes, a temperatura cero, uno de los estados es el estado
fundamental |nd = 1〉 ⊗ |0β〉, con el nivel localizado ocupado y cero fonones
en el oscilador desplazado. El operador de destrucción que actúe en este
estado lleva a un estado localizado vacío y un número arbitrario de fonones
a, |nd = 0〉⊗|na〉. Esto significa que sólo hay réplicas a frecuencias negativas
Em − En = Ẽd − naω0 = −0.5, −1.5, −2.5, · · · .
A temperatura finita, también es posible tener un número arbitrario de fo-
nones β en el estado de partida. Esto implica que en principio es posible
tener réplicas a frecuencias positivas,
Em − En = Ẽd + (nβ − na)ω0 = · · · , 2.5 , 1.5 , 0.5 ,−0.5 ,−1.5 ,−2.5 , · · · .
La ausencia de la réplica en ω = 0.5 es una clara indicación de que las ré-
plicas a frecuencia positiva sólo se observarían a temperaturas mucho más
altas. Esto está de acuerdo con los resultados de la Ref. Monreal and Martin-
Rodero [2009] obtenidos usando la ecuación de movimiento para las fun-
ciones de Green. Ellos no ven réplicas del pico de transferencia de carga a
frecuencias positivas.
Como se muestra en la Fig. 12.2(b), a bajas temperaturas el efecto Kondo
se desarrolla y la densidad de estados tiene también la resonancia Kondo
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Figura 12.4: Densidad de estados electrónica por espín en función de la frecuencia para
temperaturas muy por debajo de la temperatura de Kondo, ω0 = 1, ∆ = 0.2ω0, Ẽ0d = −0.5
y varios valores de λ. El eje vertical es (a)lineal y (b) en escala logarítmica.
cerca de ω = εF = 0. En el caso de λ = 0, solamente habría un pico Kon-
do estrecho en el nivel de Fermi, y un pico ancho de transferencia de carga
cerca de la energía Ed. Es muy interesante notar que para λ 6= 0, el pico
Kondo también posee réplicas de menor intensidad desplazadas a frecuen-
cias negativas por la energía del fonón ω0. Los picos a frecuencias positivas
se modifican a bajas temperaturas tomando una forma más nítida y un pe-
queño saltito se observa en ω = 1 que estaba ausente a altas temperaturas.
Presento más adelante algunas evidencias para mostrar que los picos a fre-
cuencia positiva corresponden a réplicas de la resonancia Kondo.
El efecto del acoplamiento de electrones y fonones en el régimen de Kon-
do se puede analizar en la evolución de la densidad de estados con λ que
se muestra en la Fig. 12.4. Si se calculan las curvas para los mismos Ed, el
corrimiento −λ2/ω0 resulta diferente para cada acoplamiento y la compara-
ción no tiene sentido (TK depende exponencialmente de la energía del nivel
localizado). Esta es la razón por la que todas las curvas corresponden a los
mismos Ẽ0d , que está muy cerca de la verdadera (desconocida) energía re-
normalizada. Ambos, el pico Kondo y el pico de transferencia de carga, se
vuelven más estrechos al aumentar λ. Las réplicas son más claras para aco-
plamiento grande entre electrones y fonones y como se puede observar en la
figura, las réplicas del pico Kondo son muy intensas para frecuencias nega-
tivas, pero casi insignificantes a frecuencias positivas. Es también evidente
que los picos a frecuencia positiva se mueven con λ.
Las réplicas del pico Kondo son más sutiles que las que corresponden
al pico de transferencia de carga. El pico Kondo se debe a pequeñas fluc-
tuaciones de carga cerca del nivel de Fermi y tiene contribuciones, tanto a
frecuencias positivas (creación de un electrón en el nivel localizada d†σ) co-
12.1. La densidad de estados en presencia de fonones 
mo negativas (aniquilación). A partir de la representación de Lehmann de
la función de Green, la densidad espectral a ω = −ω∗0 , con ω∗0 cerca de ω0, a




|〈e|dσ|g〉|2δ(ω∗0 − εe), (12.1)
donde los estados aquí son auto-estados del Hamiltoniano completo con
electrones y fonones. |g〉 es el estado fundamental, y |e〉 son estados excita-
dos con la energía de excitación εe (la diferencia entre la energía del estado
































Figura 12.5: Esquema del espectro de excitaciones para λ = 0 considerando las contribu-
ciones que provienen de la destrucción en el estado fundamental.
Denotamos como |e0n〉, los auto-estados para λ = 0 con n fonones añadi-
dos al vacío del sistema sin carga (|0a〉). |g00〉 es el estado fundamental para
λ = 0 (véase la Fig. 12.5). Hay que tener en cuenta que la parte electrónica
de estos estados es independiente de n, la parte de fonones en la energía es
de sólo nω0 y 〈e0n|dσ|g0n〉 es independiente de n. También introducimos |eKn 〉
que son estados |e0n〉 con muy pequeña energía de excitación electrónica y n
fonones, que para n = 0 son responsables del pico Kondo cuando λ = 0.
Para λ finito, la interacción electrón-fonón mezcla los estados |e0n〉 y |g0n〉
(que ya no son auto-estados) con aquellos con n±1 fonones. En particular, el
estado fundamental |g〉 que para λ = 0 es |g00〉 adquiere alguna componente
de |g01〉 (y más pequeñas de |g0n〉). A su vez, los estados |e〉, que para λ =
0 son |eK1 〉 (con energía cerca de Eg + ω0) obtienen una cierta cantidad de
|eK0 〉 después de encender λ. Estas nuevas componentes de los auto-estados
conducen a las contribuciones a los elementos de matriz que entran en la Ec.
(12.1), que son similares a las del pico de Kondo y aumentan linealmente con
λ/ω0 para λ pequeño.
Además, los estados |e00〉 con energía cerca de Eg + ω0 que tienen una
gran contribución a la Ec. (12.1) para λ = 0 se espera tengan una mezcla im-
portante con |eK1 〉 para λ finito porque tienen casi la misma energía. Ambos
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efectos contribuyen a “trasladar” la estructura electrónica del efecto Kondo
contenida en |eKn 〉 a la densidad espectral de ω ≈ −nω0.
Un razonamiento análogo se puede seguir para ρdσ(ω∗0) (frecuencias po-
sitivas) cambiando dσ por d†σ en la Ec. (12.1). Para ω > ω0, obtenemos estruc-
turas amplias centradas ligeramente por encima de ω = nω0 en una posición
que depende de λ (ver Fig. 12.4). Una observación de la primera (n = 1), in-
dica un pequeño salto con aumento de la intensidad en ω = ω0 y una suave
























Figura 12.6: Esquema del espectro de excitaciones para λ = 0 considerando la creación en
el estado fundamental.
Las réplicas se esperarían en nω0. El cambio de posición con respecto a ω0
parece estar relacionado con una pérdida de la ganancia de energía ∆E [ver
la Ec. (11.6) | ver la Fig. 12.6] en la mayoría de los estados excitados impli-
cados en la descomposición espectral de d†σ|g〉. Es importante notar que los
estados excitados |e0K〉 corresponden al oscilador desplazado. El ensancha-
miento del pico parece estar relacionada en la incertidumbre en la posición
de equilibrio del oscilador dado que nd no está bien definida.
La posición de los picos a frecuencia positiva no cambia con Ed como
podría esperarse para una característica relacionada con el pico de transfe-
rencia de carga. Esto se muestra en la Fig. 12.7(a). En la figura, λ está fijo y
Ẽ0d toma los valores −0.7 (en rojo) y −0.5 (en negro). De la figura, también
se observa que como cuando Ed disminuye, el peso de este pico disminu-
ye. Esto es lo que se espera para un pico Kondo, ya que su peso total es
proporcional a TK , la que disminuye con la disminución de Ed.
La evolución con la temperatura de las réplicas a frecuencia positiva
(véase la Fig. 12.7(b)) también sugiere que están relacionadas con la reso-
nancia Kondo, ya que en contraste con el pico de transferencia de carga,
12.2. La dependencia de TK con el acoplamiento electrón-fonón. 












































Figura 12.7: Densidad espectral electrónica por espín en función de la frecuencia para
∆ = 0.2ω0, λ = 0.7, (a) para dos valores de Ẽ0d y una temperatura muy por debajo de
la temperatura de Kondo; (b) para Ẽ0d = −0.5 y varias temperaturas. El recuadro interior
muestra un detalle del pico cerca de ω = ω0.
disminuyen en intensidad a medida que aumenta la temperatura. Como es
conocido para el caso con λ = 0, existe una fuerte dependencia del pico a la
energía de Fermi (el pico Kondo) con la temperatura a T ∼ TK . Definimos
TK como el ancho mitad a la mitad del máximo del pico Kondo a tempera-
tura cero. En el recuadro interior, se puede observar una dependencia similar
de los picos satélite cerca de ω = ω0, lo que sugiere que estos picos son ré-
plicas del apantallamiento del momento magnético Kondo a baja energía
combinado con el efecto de un fonón virtual. Por ejemplo, mientras que la
intensidad del pico de transferencia de carga cerca de Ẽd o su réplica en
Ẽd − ω0 apenas cambian para temperaturas del orden de TK , los otros pi-
cos pierden intensidad fuertemente (para ω ∼ 1.34ω0) o desaparecen (para
ω ∼ 0,−ω0,−2ω0) a T = 0.1 > TK ≈ 0.01ω0).
12.2. La dependencia de TK con el acoplamiento
electrón-fonón.
En presencia del acoplamiento electrón-fonón λ, para un nivel localiza-
do renormalizado fijo Ẽd, se espera que TK disminuya al aumentar λ, de-
bido a la renormalización de la hibridación V . Sin embargo, no se espera
una disminución exponencial (como predice el desacoplamiento simple de
electrones y fonones) [Hewson and Meyer, 2002].
Con el fin de analizar esto apropiadamente es importante tener bien
definido Ẽd. En la Fig. 12.8(a) se muestran los cálculos manteniendo fijo
Ẽ0d = Ed − λ2/ω0 para diferentes valores de λ. El recuadro interior de la fi-
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gura muestra los resultados para TK en función de λ en esta condición de
Ẽ0d fijo (más precisamente, 2TK vs λ). Como en la Ref. Monreal and Martin-
Rodero [2009] obtenemos una disminución moderada de TK con el aumento
de la interacción entre electrones y fonones λ. Sin embargo, en nuestro caso
encontramos una meseta entre 0.6 < λ/ω0 < 0.7, que a primera vista parece
sorprendente. Nosotros atribuímos este efecto al hecho de que mientras que
Ẽ0d es constante, el nivel efectivo real Ẽd aumenta con λ en este intervalo
y hay una compensación de este efecto (que tiende a aumentar TK) con la
disminución monótona de TK con λ para Ẽd fijo .






































































Figura 12.8: Densidad de estados electrónica para varios valores de λ, con ω0 = 1, ∆ = 0.2
y (a) Ẽ0d = −0.5, (b) Ẽd = −0.5 mantenido constante. Los recuadros interiores muestran
el ancho del pico cerca de ω = 0 (dos veces la temperatura de Kondo TK) como una función
de λ.
Uno de los argumentos es que el máximo del pico de transferencia de
carga cerca de ω ≈ −0.4ω0 para λ = 0 en la Fig. 12.8 se mueve hacia la
derecha a medida que λ aumenta. Vale la pena notar que el desplazamien-
to ordinario hacia arriba del nivel localizado renormalizado (∆/π)ln(D/∆)
calculado con escaleo poor-man [Haldane, 1978a] conduce a un cambio en la
dirección opuesta debido a que la ancho efectivo del nivel resonante dismi-
nuye.
En la Fig. 12.9(a) mostramos ∆Ed = Ẽd − Ẽ0d en función de λ con Ed cal-
culado variacionalmente como se discute en la Sec. 11.2.3. Con respecto a los
parámetros de la Fig. 12.8, hemos multiplicado ∆ por un factor de 2, ya que
conduce aproximadamente a la ocupación correcta del nivel localizado en
comparación con los resultados del NRG [Roura-Bas et al., 2012b]. Aunque
el cálculo variacional puede proporcionar sólo los resultados cualitativos, se
puede observar que predice el incremento de ∆Ed con λ cerca de λ/ω0 = 0.5
y una saturación para mayor λ, lo cual es consistente con la existencia de
la meseta en el recuadro interior de la Fig. 12.8(a). Otra prueba del cambio
en ∆Ed como causante de esta meseta es proporcionado por la dependen-
12.3. Densidad espectral y conductancia fuera de equilibrio 
cia de la ocupación del nivel localizado con λ (calculado con NCA). Esto se
muestra en la Fig. 12.9 (b) y el comportamiento recuerda al de ∆Ed, con un
máximo cerca de λ/ω0 = 0.5.























Figura 12.9: (a) Diferencia entre el nivel localizado renormalizado y el sin renormalizar
y (b) la ocupación del nivel localizado como función del acoplamiento electrón-fonón para
ω0 = 1, ∆ = 0.4 y Ẽ0d = −0.5.
Como análisis final de esta situación, hemos repetido varios cálculos
NCA para cada valor de la interacción electrón-fonón λ, cambiando el nivel
desnudo Ed de tal manera que el máximo del pico de transferencia de carga
(cerca de ω ≈ −0.4ω0 en la Fig. 12.8(a) para λ = 0) se encuentre en la misma
posición, con un error menor que una fracción de TK . Este procedimiento
toma mucho tiempo, pero ya que la NCA es muy superior que el cálculo
variacional, nos asegura que estamos trabajando con el nivel localizada re-
normalizado Ẽd constante con una precisión razonable. Los resultados se
muestran en la Fig. 12.8(b). En contraste con la Fig. 12.8(a), se puede obser-
var que la posición del pico de transferencia de carga permanece constante,
mientras que se estrecha cuando λ aumenta. Ahora obtenemos una dismi-
nución monótona de TK con λ como se espera. También la ocupación del
nivel localizado tiene un incremento monótono con λ de 0.79 para λ = 0 a
0.87 para λ = 0.8.
12.3. Densidad espectral y conductancia fuera de
equilibrio
En esta sección se analizan las propiedades de transporte de la molécu-
la vibrante modelada con un Hamiltoniano de Anderson-Holstein. En este
sistema, dado el hecho de que los acoplamientos a izquierda y derecha son
proporcionales, para voltajes pequeños las propiedades de transporte están
determinadas esencialmente por la densidad de estados electrónica. Por lo















































Figura 12.10: (a) Densidad de estados electrónica por espín como función de la frecuencia
ω para ∆ = 0.2, λ = 0.7, Ẽ0d = −0.3, T = 0.05 TK y varios voltajes. El recuadro interior
muestra detalles para ω ∼ ω0. Las flechas indican los pequeños escalones a la izquierda del
pico cerca de ω ∼ 1.35ω0. (b) Conductancia en función del voltaje aplicado para ω0 = 1,
T = 0.02, Ẽ0d = −0.6, ∆ = 0.2 y varios valores de λ.
tanto, todo el análisis de la Sec. 12.1 es muy útil para entender la conduc-
tancia diferencial. En la Fig. 12.10(a) se presenta la evolución de ρdσ(ω) con
el voltaje aplicado Vb. Además del desdoblamiento conocido del pico Kon-
do con Vb, [Wingreen and Meir, 1994] la réplica del pico Kondo cerca de
ω = −ω0 también divide, un hecho que apoya de nuevo la noción de que
estos picos satélite están relacionados con el pico Kondo en la energía de
Fermi. Para ω ≈ 1.35ω0, también es posible observar un desdoblamiento pe-
ro sólo para tensiones suficientemente grande para que eVb supere el ancho
intrínseco del pico. El recuadro interior muestra que el escalón que aparece en
ω = ω0, también está dividido para tensión finita, y la división es claramente
visible ya para pequeños voltajes, del orden de unas cuantas veces TK/e .
La conductancia G = dI/dVb, donde I es la corriente como función de
una tensión aplicada Vb, se muestra en la Fig. 12.10(b) para una temperatura
ligeramente por encima de la temperatura de Kondo y varios valores de la
interacción electrón-fonón. Además del pico Kondo en Vb = 0, y del pico de
transferencia de carga cerca de Vb = ±Ẽd, réplicas del pico Kondo con menor
intensidad aparecen para eVb = ±2ω0 reflejando los procesos inelásticos en
el que se crea o se destruye un fonón. Dado que la curva es simétrica con res-
pecto a un cambio de signo de la tensión [G(−Vb) = G(Vb)] se muestran sólo
valores positivos de Vb. En general, se esperan nuevos picos a eVb = ±2nω0
con n > 1, como se ha observado experimentalmente [Zhitenev et al., 2002].
Estos son difícil de reproducir dentro de la NCA debido a las limitaciones
del procedimiento numérico a temperaturas muy bajas.
En los experimentos de transporte a través de moléculas, los acoplamien-
tos a los conductores Γν son muy asimétricos en general. En la Fig. 12.11 la
conductancia de no equilibrio se muestra en un caso en el que ΓL = 30ΓR (tí-
12.4. Discusión y conclusiones 

























Figura 12.11: Conductancia como una función del voltaje aplicado para acoplamientos y
caída de tensión asimétricos (véase el texto). Los parámetros son ω0 = 1, T = 0.02, Ẽ0d =
−0.6, ∆ = 0.2 y λ = 0.7.
pico de los experimentos con puntos cuánticos en C60 [Florens et al., 2011]),
manteniendo ΓR + ΓL = 2∆, y donde se toma la caída de tensión inversa-
mente proporcional al correspondiente Γν : µL = (1/31)Vb, µR = (−30/31)Vb.
En este caso, la densidad de estados en la molécula para la tensión aplicada
finita Vb es similar a aquella en la que la molécula está en equilibrio con el
cable cuyo acoplamiento es más grande, y no resulta fuertemente modifica-
da por Vb. Dado que la mayoría de la caída de tensión ocurre entre el sistema
y el otro cable, la situación es similar a la de microscopía de efecto túnel de
barrido (STM), en los que la densidad espectral se ve poco afectado por el
cable menos acoplado (o punta STM) y la densidad espectral se refleja en
la conductancia diferencial G(Vb). Por lo tanto, la conductancia resultante es
cualitativamente similar a la densidad espectral en función de la frecuencia,
que se muestra en la Fig. 12.7(b).
12.4. Discusión y conclusiones
En esta primera etapa hemos calculado la densidad de estados y la con-
ductancia de no equilibrio del modelo de Holstein-Anderson, que describe
una molécula o un punto cuántico con un único nivel localizado (magné-
tico) y un único modo de fonones relevante de frecuencia ω0 acoplado a la
ocupación del nivel localizado.
La densidad de estados muestra la interrelación entre la física Kondo
habitual en la que el momento magnético es apantallado por los electrones
de conducción a bajas temperaturas, y las vibraciones. Como consecuencia
de esta última, aparecen picos adicionales en la densidad de estados en las
frecuencias cerca de múltiplos de ±ω0, que reflejan la física tanto del apan-
tallamiento Kondo como el efecto de las vibraciones. Sin embargo, la natu-
raleza de estas réplicas del efecto Kondo, su posición y ancho exacto son
complicados de entender completamente.
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La escala de energía característica TK disminuye ligeramente (no en una
forma exponencial) con el aumento del acoplamiento electrón-fonón λ pa-
ra el nivel de energía efectivo Ẽd fijo. Encontramos que este nivel efectivo
Ẽd es ligeramente mayor que Ẽ0d = Ed − λ2/ω0 y esta diferencia tiene con-
secuencias importantes por ejemplo, cuando se comparan las temperaturas
de Kondo para diferentes λ.
La conductancia a través del sistema a temperaturas bajas muestra no
sólo un pico central a tensiones pequeñas Vb debido al pico Kondo, sino
también picos adicionales que corresponden a procesos inelásticos que im-
plican la creación y destrucción de fonones.
Hemos limitado nuestros cálculos a λ < 0.7. No esperamos que la NCA
sea válida para grandes valores de λ. Para λ chico la NCA es por supuesto
válida, ya que se reduce a segundo orden en teoría de perturbaciones en
λ. Para el régimen polarónico extremo λ  1 en equilibrio, se deben usar
otras técnicas, [Cornaglia et al., 2007] [Cornaglia et al., 2004] [Hewson and
Meyer, 2002] [Monreal and Martin-Rodero, 2009] como NRG. El problema
de no equilibrio es más difícil y existen algunos enfoques alternativos, como
se explica en la introducción.
Después de este análisis para un solo doblete, el siguiente capítulo pre-
sentamos nuestro trabajo en curso sobre el modelo de Aligia en presencia
de fonones.
CAPÍTULO 13
Interferencia y fonones en
sistemas interactuantes
13.1 Acoplamiento electrón-fonón en el modelo de Aligia.
13.2 El límite SU(2) de un nivel en presencia de fonones.
13.3 El límite SU(4) en presencia de fonones.
13.4 Conclusiones parciales.
Este capítulo es un posible resumen del trabajo presentado en esta tesis.
Todavía es un trabajo en curso. Presento un estudio del efecto de los fonones
en un sistema interactuante que muestra fenómenos de interferencia.
Los efectos de interferencia en las propiedades de transporte de los siste-
mas nanoscópicos pueden describirse con el modelo de Aligia que se introdu-
ce en el Capítulo 5 y cuyos límites se discuten en equilibrio en el Capítulo
6 y fuera de equilibrio en el Capítulo 7. El modelo considera dos dobletes
localizados con energías E1 y E2 que están acoplados a un único par de ca-
bles izquierda-derecha. Tres de los acoplamientos V iν , con i = 1, 2 y ν = L,R
pueden hacerse reales. La fase restante φ puede ser relacionada con la dife-
rencia de fase en el transporte de izquierda a derecha entre los dos estados y
da cuenta de los posibles efectos de interferencia. En el régimen de Kondo,
cuando las energías de los dobletes están muy por debajo del nivel de Fer-
mi, nuestro modelo permite estudiar la interrelación entre la interferencia
y la física de Kondo, que no ha sido incluída en otros tratamientos [Härtle
et al., 2011] pero que se ha demostrado desempeñar un papel [Park et al.,
2002] [Liang et al., 2002] [Roch et al., 2008] [Parks et al., 2010].
En el caso de dobletes degenerados E1 = E2 y acoplamientos iguales
|V 1L | = |V 2L | = |V 1R| = |V 2R| = V , el modelo cuenta con más simetría. En el
caso de φ = π, la simetría es SU(4) y es posible estudiar el efecto Kondo
SU(4) en equilibrio [Tosi et al., 2012a]. Las propiedades de transporte son
muy interesantes como consecuencia de la fase π que conduce a interferen-
cia destructiva total [Roura-Bas et al., 2011]. Bajo el efecto de un campo δ que
rompe la simetría cambiando la energía de uno de los dobletes con respecto
al otro E2 = E1 + δ, la simetría del modelo se reduce de SU(4) a SU(2) de
un nivel y las propiedades de transporte se pueden estudiar en la transición
suave de δ = 0 → ∞. Para δ finito, la temperatura de Kondo está fuerte-
mente reducida respecto de TK(SU(4)) y hay picos satélite en la densidad
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de estados en correspondencia con posibles procesos inelásticos. También
hemos aplicado el modelo para estudiar el transporte a través de una mo-
lécula de benceno en el régimen de Kondo. Si los cables están conectados
en la posición para (180 grados) la fase es φ = 0 y el modelo se reduce a un
único doblete efectivo con simetría SU(2). Si están conectados en posición
meta (120 grados) la fase es 2π/3 y hay interferencia destructiva parcial. El
comportamiento es similar al caso de SU(4) con un desdoblamiento efectivo
δ̃. Este desdoblamiento es producido por la mezcla de los dobletes a través
de la fase compleja (que introduce acoplamientos no diagonales). Hemos
observado picos secundarios en la conductancia diferencial que serían ob-
servables en un experimento [Roura-Bas et al., 2012a].
En las moléculas, las vibraciones han demostrado afectar las propie-
dades de transporte [Zhitenev et al., 2002] [Kim et al., 2011] [Fernández-
Torrente et al., 2008]. La pregunta que nos gustaría tratar de responder es
cuál es el efecto de los fonones en los fenómenos de interferencia. En las
moléculas, la interferencia se ha investigado experimentalmente [Guédon
et al., 2012] [Vazquez et al., 2012] y se ha demostrado indirectamente que
los fonones inducen decoherencia [Ballmann et al., 2012]. Nosotros analiza-
mos el efecto de los fonones en nuestro modelo de interferencia.
La descripción del transporte a través de un sistema interactuante que
presenta efecto Kondo en presencia de fonones es un problema difícil por sí
mismo. Calculamos las propiedades de transporte de no equilibrio de mo-
léculas vibrantes en el régimen de Kondo descriptas por un único doblete
acoplado con los conductores de izquierda-derecha y un único modo de vi-
bración relevante [Roura-Bas et al., 2013]. Presenté los resultados en el Capí-
tulo 12. Los puntos más importantes que se encuentran son la dependencia
suave de la temperatura de Kondo TK con el acoplamiento electrón-fonón
λ y la presencia de réplicas del pico Kondo en la conductancia diferencial.
Este estudio anterior es la base para entender los resultados de este capítulo
en el que los fonones son incluidos en nuestro modelo de interferencia.
13.1. Acoplamiento electrón-fonón en el modelo
de Aligia
En el caso más general representado en la Fig. 13.1, puede haber varios
modos de vibración acoplados a los dos dobletes que se consideran en nues-
tro modelo de interferencia.
Figura 13.1: Representación del modelo de Aligia en presencia de fonones.
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donde c†νkσ (cνkσ) es el operador de creación (destrucción) de un electrón de
conducción con momento k y espín σ en el cable ν = L,R, d†iσ (diσ) es el ope-
rador de creación (destrucción) de un electrón en el doblete i con energía Ei
y V iν es el coeficiente de acoplamiento del nivel i con el cable ν. Trabajamos
en el límite de gran repulsión de Coulomb en el que no se permite más de
un electrón en total en cada momento. El operador a†α (aα) es el operador de
creación (destrucción) de los fonones en el modo α con frecuencia ωα. Las
coordenadas xα de los modos de vibración se acoplan a la carga total en el
nivel localizado i con intensidad λiα.
(a) (b)
Figura 13.2: Representación del modelo de Aligia en presencia de fonones considerando sólo
un modo y (b) en el caso de φ = π.
De acuerdo con la simetría de los estados, es común encontrar un modo
de vibración que se acopla preferentemente. Nosotros consideramos este
caso de un modo relevante de frecuencia ω0. Además, estamos interesados
en el caso en que esta vibración se acopla con uno de los niveles, creando
una diferencia entre ellos. En este caso, el modelo se puede representar como


















iσcνkσ + H.c.) +
∑
σ
λ(a + a†)d†1σd1σ. (13.2)
Nosotros usamos la aproximación non-crossing (NCA) para resolver de
forma numérica este Hamiltoniano y calcular las funciones de Green y la co-
rriente usando la fórmula de Meir y Wingreen 1[Meir and Wingreen, 1992].
El tratamiento del acoplamiento electrón-fonón dentro de la NCA se discu-
te en el Apéndice E y los detalles de la NCA para el problema de Kondo se
pueden encontrar en la Sec. A.5 del Apéndice A y los Apéndices B y C.
1Mirar el Capítulo 3 y el Apéndice A.
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Presento en este capítulo resultados que corresponden a las propiedades
de equilibrio del límite SU(4) en presencia de un modo de vibración (véase
la Fig. 13.2(b)). Este límite para la parte electrónica se encuentra para E1 =




L = |V 2R| = V con fase π. Para comparar, también
he incluido los resultados para el límite de un doblete que se puede obtener
haciendoE2 muy grande. El modelo cuenta con simetría SU(2) en este límite
y se puede comparar con los resultados presentados el último capítulo.
13.2. El límite SU(2) en presencia de fonones
Para los cálculos hemos tomado 2Γνii = 1 como nuestra unidad de ener-
gía, donde para una densidad de estados constante ρ0 = 12D de los electrones
de conducción extendida entre −D y D, Γνij = 2πρ0V iν (V jν )∗. Esto significa
que ∆ ≡ Γνii = πDV
2, con ∆ el ancho del nivel resonante en ausencia de
interacciones.
En el límite de E2 → ∞ nuestro modelo de interferencia se reduce a un
modelo de Anderson SU(2) de un nivel. Hemos tomado D = 10 y E1 = −4.
La densidad de estados resultante en ausencia de acoplamiento electrón-
fonón, λ = 0, se muestra en la Fig. 13.3(a). A altas temperaturas (curva
negra) sólo hay un pico ancho centrado en ω = Ed que corresponde al pi-
co de transferencia de carga. El ancho del pico es 4∆. A bajas temperaturas
T = 5. 10−6, hay otro pico cerca de ω = εF = 0, que corresponde a la resonan-
cia Kondo. La mitad del ancho del pico está relacionada con la temperatura
de Kondo TK(SU(2)) = 1.5 10−5.




































Figura 13.3: Densidad de estados electrónica para el estado |1σ〉 en el límite de E2  E1
con (a) λ = 0 y (b) λ2 = 0.4 a T = 5. 10−6. Parámetros: E1 = −4, 2∆ = 1, D = 10,
ω0 = 0.15.
Cuando los fonones entran en el juego, la densidad de estados resulta
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fuertemente modificada en el régimen de Kondo. El resultado para ω0 =
0.15 y λ2 = 0.4 se muestra en la Fig. 13.3(b) a temperaturas muy bajas. Se
puede observar que el máximo del pico de transferencia de carga se des-
plaza ∆Ed = Ẽd − Ed = −0.43 como consecuencia del acoplamiento de
electrones y fonones. Además, la resonancia Kondo es más estrecha y hay
réplicas en múltiplos enteros positivos y negativos de ω0. El estrechamiento
es un reflejo de la disminución de la temperatura de Kondo con λ y las répli-
cas se originan por la creación y destrucción de fonones como se explica en
el Capítulo 12. En comparación con los resultados anteriores, es interesante
notar que aquí está muy claro que las réplicas corresponden a la resonan-
cia Kondo gracias a la separación de las escalas de energía. Esto apoya los
argumentos dados el último capítulo.
La evolución de la densidad de los estados con el acoplamiento electrón-
fonón λ se muestra en la Fig. 13.4 para el mismo Ed = −4.














































Figura 13.4: Evolución del (a) pico de transferencia de carga y (b) la resonancia Kondo con
λ en la densidad de estados electrónica del estado |1σ〉 en el límite deE2  E1. Parámetros:
E1 = −4, Γ1 = Γ2 = 1, D = 10, T = 5. 10−6. Recuadro interior de (a): Posición del pico
de transferencia de carga en función de λ2. Recuadro interior de (b) Evolución del ancho del
pico de Kondo con λ.
En la Fig. 13.4(a), se puede observar cómo el pico de transferencia de car-
ga se desplaza ligeramente hacia energías más bajas a medida que λ aumen-
ta. La dependencia es lineal con λ2 como se muestra en el recuadro interior.
La evolución de la resonancia Kondo se muestra en (b). El pico se reduce con
el aumento de λ y aparecen réplicas en ±nω0. Es interesante que para estos
valores de λ = 0.158, 0.224, 0.316, 0.447, 0.632, la posición de las réplicas en
frecuencia positiva no depende de λ, como se observó en el Capítulo 12.
Usando los corrimientos representados en el recuadro interior de la Fig.
13.4(a), el efecto de los fonones se puede separar de la variación intrínseca
en la temperatura de Kondo debido al cambio de Ed. En la Fig. 13.5 los
resultados para los mismos valores de λ se muestran manteniendo Ẽd = −4.
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Figura 13.5: Evolución del (a) pico de transferencia de carga y (b) la resonancia Kondo con λ
en la densidad de estados electrónica del estado |1σ〉 fijando Ẽd = −4 (líneas continuas) en
comparación con mantener fijo Ed (líneas discontinuas). Parámetros: Ed = −4, E2  E1,
Γ1 = Γ2 = 1, D = 10, T = 5. 10−6. Recuadro interior de (a): Zoom a la posición del pico
de transferencia de carga. Recuadro interior de (b): Evolución del ancho del pico de Kondo
con λ.
En (a) el pico de transferencia de carga está claramente fijo en la misma
posición (aparte de pequeñas correcciones) y en (b) la resonancia Kondo es
más ancha para todos los valores de λ y las replicas son ligeramente más
intensas. El estrechamiento restante de la resonancia Kondo con λ se debe
exclusivamente al acoplamiento electrón-fonón.
13.3. El límite SU(4) en presencia de fonones
En el límite SU(4), E1 = E2 y φ = π. Los dos dobletes están degenerados,
y considerando además la degeneración de espín, hay un total de cuatro
estados posibles |iσ〉 que están degenerados e igualmente poblados a bajas
temperaturas. Puesto que hay más procesos posibles de “inversión de es-
pín” , el efecto Kondo es más robusto en comparación con el caso SU(2). La
densidad de estados en ausencia de fonones se muestra en la Fig. 13.6(a). El
resultado del límite SU(2) (líneas de trazos roja) se ha incluido también. La
resonancia Kondo es mucho más ancha en el SU(4) debido a la mayor tem-
peratura de Kondo TK(SU(4)) = 0.012 y el pico no está centrada en el nivel
de Fermi, sino desplazado hacia la derecha. Esto es coherente con la regla
de suma de Friedel (que fija la mitad del valor encontrado en el caso SU(2)
para la densidad de estados en el nivel de Fermi a temperatura cero) y se
debe a que la mayor degeneración conduce a una ocupación media parcial
〈niσ〉 ≈ 0.25 para cada estado. Esto es consistente con la pérdida de peso
espectral en el pico de transferencia de carga.
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Figura 13.6: Densidad de estados electrónica para el estado |1σ〉 en el límite de simetría
SU(4) para λ = 0 a T = 5. 10−3. Parámetros: E1 = E2 = −4, 2∆ = 1, D = 10,
ω0 = 0.15. La densidad de estados en el límite de simetría SU(2) a T = 5. 10−6 también se
muestra por comparación. El recuadro interior es un zoom del la resonancia Kondo.
Algunos resultados del acoplamiento electrón-fonón pueden predecirse
a la luz del análisis de la sección anterior. Si el acoplamiento al fonón con-
duce a una renormalización de la energía Ẽd debido a un cambio ∆Ed, sería
de esperar que en presencia de fonones que se acoplan al doblete 1, la de-
generación se pierda. Hay un desdoblamiento finito E2 = E1 + δ entre los
dobletes. La ruptura de la simetría SU(4) por un campo δ se discutió en el
Capítulo 6. Para δ finito la temperatura de Kondo se reduce fuertemente
(de TK(SU(4)) para δ = 0 a TK(SU(2)) para δ → ∞) y hay picos satélite
en las densidades de estados. Además de la resonancia Kondo, el doblete
de energía inferior 1 tiene un pico en ω = −δ que corresponde a procesos
inelásticos mediados por la participación de los electrones de conducción y
el doblete 2. El doblete excitado 2 tiene solamente un pico en ω = +δ. Si los
fonones introducen una división ∆Ed, el primer efecto es el de reducir TK y
discriminar ρ1 y ρ2. Estas densidades de estados para λ2 = 0.4 en T = 5. 10−3
se muestran en la Fig. 13.7.
Se puede observar en (a) que el pico de transferencia de carga en ρ1 se
mueve a energías más bajas, pero también es más intenso. El aumento del
peso espectral del doblete 1 es consistente con la pérdida de peso en el pi-
co de transferencia de carga de ρ2 (ver (b)). El desplazamiento de la energía
es de ∆Ed ∼ −0.57. Cerca del nivel de Fermi, la resonancia Kondo sólo
se observa en ρ1. El efecto del acoplamiento de electrones y fonones es re-
ducir la temperatura de Kondo y, de hecho, el efecto Kondo casi se pierde
a T = 5. 10−3. Esto es razonable ya que la temperatura en el Kondo en
el límite SU(2) es órdenes de magnitud inferior. La estructura de las répli-
cas es mucho más rica que en el caso SU(2). En ρ1 hay réplicas en ±nω0.
Las intensidades no muestran un comportamiento monótono: las réplicas
en ω ∼ −0.3, −0.6 son más intensas. El doblete 2 no está acoplado a los
fonones pero debido a procesos inelásticos que implican a los electrones
conducciones y al doblete 1, hay un pico satélite en ρ2 en ω ∼ 0.35 y réplicas
 13. Interferencia y fonones en sistemas interactuantes

























Figura 13.7: Densidad de estados electrónica para el Estado (a) |1σ〉 y (b) |2σ〉 en el límite
SU(4) para λ2 = 0.4 a T = 5. 10−3. Parámetros: E1 = E2 = −4, 2∆ = 1, D = 10, ω0 =
0.15. El recuadro interior en (a) muestra un zoom al pico Kondo y las líneas corresponden a
±nω0, con n entero. En (b) la densidad de estados para el estado |1σ〉 se muestra con líneas
de trazos para comparación.
en ω ∼ 0.45, 0.6, 0.75.
Con el fin de entender el efecto de los fonones, la evolución de las den-
sidades de estados con λ se muestra en la Fig. 13.8.
Los picos de transferencia de carga se desplazan hacia energías más bajas
a medida que aumenta λ. Las posiciones tienen una dependencia lineal con
λ2 para λ grande como se muestra en la Fig. 13.9(a). El comportamiento más
interesante se observa cerca del nivel de Fermi en la Fig. 13.8(b). La tempera-
tura de Kondo se reduce con λ y la resonancia Kondo tiende a desaparecer
a T = 5. 10−3. Hay pequeñas estructuras en ±nω0 que en algunos casos son
difíciles de distinguir de otros picos. Estos picos más intensos corresponden
a los picos satélite porque se mueven en energía con λ. Estos picos son un
reflejo de la diferencia de energía entre los dobletes. Incluso para λ = 0.158,
no hay peso en el pico de transferencia de carga de ρ2 como se muestra en la
Fig. 13.8(c). Cerca de ω = 0, hay un pico satélite fuerte y pequeñas réplicas.
Las posiciones de los picos satélite en ρ1 y ρ2 se muestran en la Fig. 13.9(b)
como función de λ y λ2.
El efecto de los fonones es el esperado. Más comprensión de la interre-
lación entre el Kondo y las vibraciones se puede obtener para valores infe-
riores de λ. Los resultados se presentan en la Fig. 13.10 para λ2 ∈ [0, 0.025] y
T = 5. 10−3. A medida que λ disminuye, la densidad de estados parece más
similar al caso SU(4). Esto es válido para λ2 = 0.0001−0.001, que correspon-
den a λ2/ω0 = 0.0007 − 0.007. Para λ2/ω0 > 0.012 = TK(SU(4)), el pico de
transferencia de carga gana (pierde) peso espectral en ρ1 (ρ2).
Como en el SU(2), es conveniente estudiar el efecto de fonones para Ẽ1












































































Figura 13.8: Evolución de las densidades de estados electrónicas (a)-(b) ρ1 y (c)-(d) ρ2
con el acoplamiento electrón-fonón λ en el límite SU(4). Parámetros: E1 = E2 = −4,
Γ1 = Γ2 = 1, D = 10, T = 5. 10−3.
fijo. Es difícil predecir a priori cuál es la energía renormalizada apropiada.
Esto tiene que ver con el hecho de que el acoplamiento de electrones y fo-
nones, y la hibridación con la banda de conducción son interacciones en
competencia. Por un lado, la hibridación con las bandas de conducción con-
duce a una menor energía electrónica. Por otro lado, con respecto al modo
de vibración es conveniente desplazar la posición de equilibrio del oscilador
para minimizar la repulsión electrostática. Este desplazamiento conduce a
una disminución en la hibridación. Por lo tanto, el valor de Ẽ1 está dado por
la minimización de la energía de una manera complicada 2. Como primera
aproximación, hemos utilizado los mismos cambios que en el caso SU(2)
para cada λ. Los resultados se muestran en la Fig. 13.11. Los resultados es-
tán en la dirección correcta, pero el SU(4) no se recupera. Debe tenerse en
cuenta que el procedimiento es similar a la del Capítulo 10 ya que estamos
tratando de recuperar una simetría SU(4) efectiva. La pregunta de fondo es
2Para más detalles sobre esta discusión véase los Capítulos 11 y 12
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Figura 13.9: (a) Energía renormalizadas Ẽd como función de λ2 obtenidos a partir del
máximo del pico de transferencia de carga. (b) Posiciones de los picos satélite en rho1 y ρ2
en función de λ2 (círculos negros) y λ (cuadrados rojos).






























































Figura 13.10: Evolución de las densidades de estados electrónicas (a)-(b) ρ1 y (c)-(d) ρ2 para
acoplamiento electrón-fonón pequeño λ en el límite de simetría SU(4). Las curvas corres-
ponden a lambda = 0, 0.0001, 0.0005, 0.001, 0.003, 0.006, 0.012, 0.025. Parámetros:
E1 = E2 = −4, Γ1 = Γ2 = 1, D = 10, T = 5. 10−3.
13.4. Conclusiones parciales 
si restaurando esta simetría efectiva es posible encontrar interferencia des-
tructiva total.































































Figura 13.11: Evolución de las densidades de estados electrónicas (a)-(b) ρ1 y (c) ρ2 con λ
manteniendo fijo Ẽ1 = −4 en el límite SU(4). Las correcciones empleadas E1 + δ corres-
ponden a δ = 0.015, 0.035, 0.085, 0.205, 0.435. Parámetros: E2 = −4, Γ1 = Γ2 = 1,
D = 10, T = 5. 10−3.
13.4. Conclusiones parciales
Todavía hay mucho trabajo que hacer. Las densidades de estados de
equilibrio muestran que el efecto de los fonones es romper la degeneración
entre los dobletes. Esto implicaría la ausencia de interferencia destructiva
total en el caso de la fase φ = π. No obstante, existe una posibilidad in-
teresante que tiene que ver con la afinación de las energías relativas de los
dobletes. Todavía estamos haciendo algunas pruebas para mostrar que es
posible tener una interferencia destructiva emergente incluso en la presen-
cia de acoplamiento de electrones y fonones.
Hay un lado positivo de los fonones relacionado con la rica estructura
de picos cerca del nivel de Fermi en el caso SU(4). Además de las réplicas
de la resonancia Kondo a frecuencias positivas y negativas, hay picos saté-
lite causados por los procesos inelásticos que involucran a los electrones de
conducción que “comunican” a los dobletes. Esto sería accesible en un ex-
perimento y proporcionaría información sobre los modos de vibración y la
estructura electrónica.
PARTE IV
Hacia experimentos de transporte
en 2DEGs
CAPÍTULO 14
Fabricación en gases de electrones
bidimensionales
Dedico esta parte de la tesis a los primeros pasos dados en la dirección de
realizar experimentos de transporte cuántico en gases bidimensionales de
electrones (2DEGs) en el Laboratorio de Bajas Temperaturas de Bariloche.
He dividido esta parte en dos capítulos. En este capítulo introduzco los
gases bidimensionales de electrones y discuto los métodos de caracteriza-
ción y los aspectos principales de la fabricación en estos sistemas. En el Ca-
pítulo 15 presento mis resultados sobre el efecto Hall cuántico (QHE) para
diferentes muestras y configuraciones de medición y para diferentes tem-
peraturas y campos magnéticos. Realizamos las primeras mediciones en el
laboratorio combinando campos magnéticos intensos de 16 T y muy bajas
temperaturas de 35 mK.
14.1. Un gas bidimensional de electrones
Un gas de electrones en dos dimensiones puede parecer en un principio
un juguete teórico, uno de esos modelos idealizados que se utilizan como
ejemplo de libro para ilustrar la solución de problemas complejos. Sin em-
bargo existen hoy en día numerosos escenarios en los que la dinámica de los
electrones se encuentra confinada en un plano y es posible una descripción
efectiva bidimensional. Entre los sistemas que han sido más estudiados se
encuentran las heteroestructuras semiconductoras [Ando et al., 1982] y el
grafeno [Novoselov et al., 2012]. Sin embargo, también han despertado in-
terés reciente los gases bidimensionales formados en óxidos [Hwang et al.,
2012].
Entre las heteroestructuras semiconductoras, la atención estuvo inicial-
mente puesta sobre los gases bidimensionales de electrones formados en las
interfases metal-oxido-semiconductor de transistores por efecto de campo
(MOSFET’s) [Ando et al., 1982]. En estos dispositivos se realizaron las pri-
meras mediciones del efecto Hall cuántico (QHE) [v. Klitzing et al., 1980]
que mostraron que la resistencia Hall para campos intensos se encuentra
cuantizada en fracciones del cuanto de resistencia (o constante de von Klit-
zing) R0 = e
2
h
= 25.8 kΩ, donde e es la carga del electrón y h es la constante
de Planck. La formación de este gas bidimensional es consecuencia de la in-
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(c)
Figura 14.1: Formación del gas de electrones bidimiensional en la interfase de una heteroes-
tructura semiconductora de AlGaAs/GaAs.
versión de las bandas en la estructura [Ando et al., 1982], un principio que
como veremos también permite entender lo que sucede en AlGaAs/GaAs
[Drummond et al., 1986].
Como se muestra en la Fig. 14.1, en el caso del AlGaAs/GaAs el me-
canismo que origina el gas bidimensional de electrones en la interfase se
basa en una inversión de las bandas producida por la curvatura de las mis-
mas cuando se igualan los potenciales químicos del AlxGa1−xAs y el GaAs
[Ando et al., 1982] [Drummond et al., 1986] [Melloch, 1993]. En la figura se
muestran las bandas de energía en función de la coordenada z en la que
está crecida la estructura (ver Fig. 14.1(a)). El GaAs dopado con Al tiene un
gap más grande cuyo tamaño depende de la cantidad de Al, típicamente
x = 0.31. Cuando ambos materiales son puestos en contacto, los electro-
nes del AlGaAs pasan al GaAs buscando igualar los potenciales químicos.
Las cargas positivas que quedan del lado del AlGaAs y las cargas negati-
vas del lado el GaAs producen un campo eléctrico que curva las bandas.
Como consecuencia de esta curvatura se forma un pozo de potencial apro-
ximadamente triangular (Fig. 14.1(b)). Desde luego esta descripción es muy
simplificada. La determinación exacta de esta estructura depende de los pa-
rámetros microscópicos de los materiales (constantes dieléctricas, densidad
de portadores, etc.) y proviene de una solución auto-consistente de la ecua-
ción de Poisson [Ando et al., 1982] [Drummond et al., 1986].
Como se muestra en la Fig. 14.1(c) en el pozo triangular se forman es-
1Con x siempre menor que 0.4 [Duruoz, 1996]
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tados electrónicos discretos. La diferencia de energía entre el estado fun-
damental y el primer estado excitado es del orden de 100 meV (∼ 1100 K)
[Ando et al., 1982] [Drummond et al., 1986] [Duruoz, 1996]. A bajas tempe-
raturas, solo el estado fundamental se encuentra ocupado y la dinámica está
confinada en la dirección z (aproximadamente en 100 Å ). Los electrones que
forman el gas bidimensional son provistos por una pequeña cantidad de
donores Si. Hay diferentes técnicas de crecimientos de estas estructuras se-
miconductoras pero lo más usual es que estos donores se encuentren todos
a una misma profundidad en general por encima del gas. Esto se denomina
δ-doping 2. El hecho de que las impurezas de Si se encuentren físicamente
separadas del gas (y por tanto el potencial Coulombiano se apantalla) con-
tribuye a que la mobilidad 3 en estos sistemas sea muy alta, típicamente
105−107 cm2/Vs. El otro factor que contribuye es que los parámetros de red
del AlGaAs y del GaAs son muy similares por lo que la estructura crece sin
distorsionar la red cristalina.
Figura 14.2: Heteroestructura crecida con molecular beam epitaxy (MBE). Tomado de Du-
ruoz [1996].
Para lograr esta perfección a nivel atómico, las heteroestructuras son cre-
cidas capa por capa con Molecular Beam Epitaxy (MBE o haz molecular epi-
taxial) [Melloch, 1993]. Como se muestra en la Fig. 14.2a), son estructuras
complejas 4. Sobre un sustrato semi-aislante de GaAs se crece una primera
capa de GaAs de unos 3000 Å y luego una super-red de GaAs/Al0.3Ga0.7As
de 100 periodos de 130 Å /30 Å que sirve para limpiar el sistema de impu-
rezas (esencialmente C). Después se fabrica una capa de 1000 Å de GaAs
que actúa como regulador. Es muy importante al terminar esta capa una in-
terrupción del crecimiento de unos segundos. Esto da tiempo a los átomos
2También es posible agregar una cierta densidad de Si durante el crecimiento del Al-
GaAs. Esto se conoce como modulation-doping [Drummond et al., 1986] [Duruoz, 1996]
3No es claro para mí si es mobilidad o movilidad.
4Los detalles de fabricación que se dan a continuación fueron tomados de la discusión
presentada en la tesis de Duruoz del Grupo de Marcus [Duruoz, 1996] y en las tesis de
Stewart [Stewart, 1999], Switkes [Switkes, 1999]y Huibers [Huibers, 1999]
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que se acomoden ya que esta es la interfase donde se forma el gas. Se crece
el espaciador de Al0.3Ga0.7As sin dopantes y luego se crece una capa con
donores Si. En la figura se ilustra una alternativa al δ-doping que consiste
en una densidad de dopantes agregados durante el crecimiento de la capa
de 170 Å . Estos dopantes son los que dan los electrones que ocupan la pri-
mer sub-banda en el pozo y forman el gas bidimensional. La muestra tiene
finalmente una capa protectora de 300 Å de GaAs.
Las características de un gas bidimensional
Consideremos un gas de electrones libres en dos dimensiones como el










donde pi es el impulso ym es la masa efectiva. Las soluciones de la ecuación





con autoenergías εk = ~
2k2
2m
. Aquí S = Lx × Ly es el área de la caja don-
de se encuentra el gas de electrones. Considerando un potencial infinito en
x = ±Lx/2 e y = ±Ly/2, los valores posibles de k = (kx, ky) se encuen-











Figura 14.3: Esquema del gas bidimensional en la interfase del AlGaAs/GaAs.
El estado fundamental del gas de electrones se construye ocupando los







donde c†kσ es el operador fermiónico que crea un electrón en el estado kσ
y |0〉 es el vacío de electrones. El nivel de Fermi εF queda definido por la
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densidad de electrones N/S,
N = 〈F |N |F 〉 =
∑
kσ










donde µ es el potencial químico y β = (kBT )−1. A temperatura cero, esta
función es un escalón centrado en µ(T = 0) = εF . De este modo, N =∑
k,σ θ(εk − εF ).
(a) (b)
Figura 14.4: (a) Ocupación de los estados en el espacio-k. (b) Densidad de estados del gas
de electrones libres en dos dimensiones.
Es usual expresar estas sumas sobre estados en forma de integrales sobre
energía. Para esto es necesario introducir la densidad de estados g(ε). Como
se muestra en la Fig. 14.4(a) en el espacio de estados (kx, ky) las circunferen-
cias de módulo k encierran un número de estados





donde (2s + 1) es la degeneración de espín. La densidad de estados en el





La densidad de estados puede obtenerse considerando que g(ε) dε = gk dk,
i.e. g(ε) = gk
∣∣dk
dε
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La densidad de un gas bidimensional de electrones es constante en energía.
La misma se muestra en la Fig. 14.4(b). La energía de Fermi resulta de la
normalización N =
∑
k,|k|<kF ,σ θ(εk − εk) =
∫∞
0





que crece lineal con la densidad superficial de electrones. A esta energía





velocidad de Fermi vF = ~kF/m. La relación entre kF y la densidad puede
interpretarse en el espacio-k considerando la circunferencia de radio kF que
encierra un número de estado igual al número de electrones sobre dos (por















. Esta es una escala característica del gas de electrones que permite
estimar las dimensiones de un sistema para que los efectos de confinamiento
sean relevantes.
Algunos valores
En la Fig. 14.5 se muestra una tabla con las propiedades más importan-
tes del gas de electrones bidimensional. La masa efectiva de los electro-
nes del gas es m∗ = 0.067 me, en unidades de la masa del electrón (me =
9.1 10−31 Kg). De la Ec. (14.7), la densidad de estados resulta g(ε) = 2.8 1010
cm−2 meV−1 o lo que es lo mismo, un espaciamiento típico entre niveles
1
g(ε)
= 3.57µeVµm2 = 41 mKµm2.
Para una densidad típica n = 2.0 1011 cm−2, de la Ec. (14.9) el vector de
onda de Fermi resulta kF = 1.1 106 cm−1 y λF = 56 nm. La velocidad de
Fermi es vF = 1.9 107 cm/s. De acuerdo a la Ec. (14.8), la energía de Fermi
correspondiente es εF = 7.0 meV= 81 K.
Caracterización del gas
Una forma de caracterizar el gas bidimensional de electrones es realizar
un experimento de transporte. Para ello se define en el gas una geometría
como la de la Fig. 14.6, donde se tiene una barra Hall con dos contactos para
inyectar una corriente Ib y medir una diferencia de potencial longitudinal
VL = V2 − V1 y también un voltaje Hall VL = V2 − V4 en presencia de un
campo magnético. En ausencia de campo, midiendo el voltaje VL en función
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Figura 14.5: Propiedades características de los gas bidimensional en AlGaAs/GaAs. Toma-
da de Stewart [Stewart, 1999].
Figura 14.6: Representación del gas bidimensional confinado en una barra Hall.
que puede ser expresada en términos de los parámetros microscópicos.
Usando el modelo de Drude, ante la presencia de un campo eléctrico E =
E x̂ se establece una densidad de corriente J = J x̂ que integrada en el ancho
de la barra da la corriente I = J ×W (para una corriente independiente de
y en el ancho W ). La densidad de corriente está relacionada con el campo
aplicado por la conductividad σ, J = σE. Si los electrones en la muestra
se aceleran en un tiempo característico τ entre colisiones, alcanzan en el
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régimen estacionario una velocidad de deriva vd =
(−e)Eτ
m
. La relación entre
la velocidad y el campo es la mobilidad µ, vd = −µE. Siendo
J = (−e)nvd = (neµ)E,
luego σ = neµ. La inversa de la conductividad es la resistividad, ρ = 1/neµ.
Los gases bidimensionales tienen mobilidades muy altas, para µ = 1. 105
cm2/ Vs y n = 2. 1011 cm−2, la resistividad típica es ρ = 300 Ω y el tiempo
medio entre colisiones τ = 4 ps. Si bien este tiempo parece pequeño, las
velocidades de Fermi son muy grandes y en consequencia, el camino libre
medio l = vF τ = 1. 103 nm. Esto quiere decir que un electrón en el gas viaja
en promedio 1µm sin chocar. Solo basta fabricar estructuras sub-micrón pa-
ra observar efectos no triviales!. Es notable que la resistividad tiene la misma





i.e. la conductancia esG = σW
L
y la resistenciaR = G−1 = ρ L
W
. La resistencia
y la resitividad tienen las mismas unidades. Esto es una de las caracterśticas
de los sistemas bidimensionales. Según veremos, la resistencia y la conduc-
tancia que son parámetros que en principio dependen de las dimensiones,
son las cantidades que tienen la información del sistema de electrones.
Midiendo la resistencia y conociendo W, L de la barra se puede deter-
minar una combinación de la mobilidad y la densidad de portadores. Para
poder conocerlas independientemente es preciso medir el coeficiente Hall.
Un electrón clásico moviéndose con una velocidad v en el plano (x, y) co-
mienza a describir una trayectoria circular en presencia de un campo mag-
nético B = Bẑ por efecto de la fuerza de Lorentz F = −e
c
v×B. La dinámica

















que describe una oscilación con frecuencia ωc = eBmc , llamada frecuencia de
ciclotrón. El radio de la órbita depende de la velocidad. Para un electrón
con la velocidad de Fermi, rc = ωc/vF es el radio de ciclotrón. Como la masa
efectiva del gas de electrones bidimensional es mucho más pequeña que la




= 1.73 meV/B = 20 T/B,
con B en Tesla y T en Kelvin. Por su parte, el radio de ciclotrón resulta
rc = 70 nm/
√
B.
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La dinámica del gas de electrones en presencia de un campo magnético
perpendicular puede analizarse con modelo de Drude, según el cual la velo-





























En esta relación matricial las velocidades pueden ser expresadas en térmi-
























y el tensor de conductividad su inversa. En la condición en la que no hay
corriente en la dirección y, −ωcτ
µne
Jx = Ey. El voltaje Hall es VH = EyW y la




I = RH B I, (14.11)
donde RH es el coeficiente Hall, RH = − ωcτµneB =
−1
nec
. El coeficiente Hall es
inversamente proporcional a la densidad de portadores. Midiendo VH/I en
función deB se puede sacar el valor de n y con este, se puede conocer volver
a la resistividad y despejar la mobilidad.
Confinamiento por vaciamiento
Como se muestra en la Fig. 14.7(a), los gases bidimensionales en AlGaA-
s/GaAs resultan una plataforma muy apropiada para la realización de dife-
rentes experimentos de transporte. La razón es que con la aplicación de vol-
tajes negativos en electrodos depositados en la superficie de la muestra es
posible vaciar ciertas regiones de electrones. Los campos eléctricos aumen-
tan la energía potencial localmente corriendo el nivel de Fermi hasta que no
quedan electrones. Como se ilustra en la Fig. 14.7, esto permite “dibujar” en
el gas bidimensional estructuras muy variadas donde como en (b) los elec-
trones tienen que atravezar constricciones para ir de la fuente al sumidero
o incluso como en (c) pasar por regiones donde se encuentran totalmente
confinados.
La formación de una constricción es lo que se conoce como un contacto
puntual cuántico. Dado el Hamiltoniano del gas bidimensional,
H(x, y)Ψ(x, y) = EΨ(x, y).
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(a) (b)
(c)
Figura 14.7: (a)-(b) Contacto puntual cuántico y (c) punto cuántico definidos por el va-
ciamiento en ciertas regiones del gas producidas por la aplicación de voltajes negativos en
grillas metálicas depositadas sobre la superficie.
consideremos el caso en que una de las dimensiones de la caja W (en la di-
rección y) se hace mucho más pequeña que L (en la dirección x). En este
caso, si W  L el potencial de confinamiento relevante es V (y) y las solu-
ciones de la ecuación de Schrödinger pueden escribirse como Ψkn(x, y) =
eikxχn(y) donde
H̃(y)χn(y) = Enχ(y).
El espectro de energía es En = ~
2k2
2m
+ en con una separaciíon que depende
de la distancia entre en y en+1. Típicamente, si se considera que el potencial
forma un pozo, las soluciones tendrán un espaciamiento ∼ 1
W 2
. Como se
muestra en la Fig. 14.7(b), ajustando el voltaje aplicado en los electrodos Vg
se puede controlar el ancho W de la constricción. Es notable que si W es del
orden de la decena de nanómetros, es comparable a la longitud de onda de
Fermi a bajas temperaturas. Las consecuencias de este confinamiento son
drásticas en el transporte. La conductancia en función de Vg disminuye en
escalones bien definidos de valor G0 = 2e2/h [Wharam et al., 1988]. Este
es el cuanto de conductancia y es la conductancia propia de un canal de
transmisión balística [Landauer, 1970] [Beenakker and van Houten, 1991]
[Datta, 2003].
En el caso de un punto cuántico, los electrones se encuentran confinados
en un objeto cero-dimensional. Por su similitud, estos sistemas son llamados
átomos artificiales [Reed, 1993] [Kastner, 1993] [Kouwenhoven and Marcus,
1998]. Presentan niveles discretos y el transporte a través de ellos puede des-
cribirse como efecto túnel resonante [Kouwenhoven et al., 1997] o usando
el Modelo de Anderson [Meir and Wingreen, 1991]. Controlando la energía
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de los niveles con un voltaje de compuerta, es posible sintonizar estados de
alta o baja conductancia. Estos dispositivos han sido propuestos como tran-
sistores de un electrón [Kastner, 2000]. Fueron inicialmente explorados en
sistemas metálicos utilizando junturas túnel como ladrillos básicos [Devo-
ret and Glattli, 1998] [Esteve, 1992] [Ingold and Nazarov, 1992] y luego en
semiconductores usando puntos cuánticos formados en gases bidimensio-
nales. En estos sistemas se había propuesto que era posible observar una
realización del efecto Kondo, un efecto de muchos cuerpos que correlaciona
electrones localizados y electrones de conducción [Ng and Lee, 1988] [Glaz-
man and Raikh, 1988] [Meir and Wingreen, 1992] [Meir et al., 1993] . Este
efecto se concoce desde hace muchos años en sistemas metálicos con im-
puerezas magnéticas [Hewson, 1997]. Un punto cuántico es como una úni-
ca impureza donde un estado localizado se mezcla con los electrones de la
fuente y el sumidero en procesos de tunneling. La realización de este efecto a
fines de los 90s [Goldhaber-Gordon et al., 1998b] [Goldhaber-Gordon et al.,
1998a] [Cronenwett et al., 1998] dio lugar a un montón de intenso trabajo
teórico y experimental [Kouwenhoven and Glazman, 2001].
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14.2. Fabricación sobre 2DEGs
El proceso de fabricación sobre gases bidimensionales que seguí es el
siguiente 5:
En primer lugar se procede a limpiar la muestra con el gas.
Se realiza una primer litografía dibujando los contactos que van a con-
vertirse en contactos óhmicos.
Los contactos óhmicos se forman depositando tres materiales: Au, Ge
y Ni. Esta evaporación se hace en una evaporadora Joule y luego se
realiza el lift-off de la resina.
Se recocce la muestra en un horno rápido. En este proceso se reduce la
barrera Schottky en la región en la que están los contactos. Es preciso
verificar la resistencia de los contactos.
Se realiza una nueva litografía en la que se dibujan marcas de alinea-
ción. Estas marcas sirven para luego definir la mesa y los electrodos
que sirven de grillas. Las marcas se realizan depositando Al.
5Los waffers con los gases fueron crecidos por Ulf Genser en el LPN, Francia y el proceso
de fabricación que seguí se apoya en las recetas desarrolladas por Carles Altimiras [Martin,
2010] durante su tesis en el LPN.
14.2. Fabricación sobre 2DEGs 
Utilizando estas marcas, se define la mesa en una nueva litografía. En
este caso, la litografía se hace sobre resina negativa ma-N. Lo que se
irradia es lo que queda protegiendo ciertas regiones y descubriendo
otras después del revelado.
Se realiza un comido químico que destruye el gas de electrones en
ciertas partes, aislándolas. Esto es la mesa.
Se procede finalmente a dibujar mediante litografía la escrtuctura de
grillas que defininen el perfil de potencial visto por el gas de electro-
nes. Estos electrodos son también de Al.
Contactos óhmicos
No existe en la actualidad una receta única para la fabricación de contac-
tos óhmicos [Taylor et al., 1994] [Baca et al., 1997] [Koop et al., 2013]. Existen
diversas soluciones del problema pero el objetivo final es reducir la barrera
Schottky entre el metal y el semiconductor para poder inyectar electrones
en el gas y medir sus propiedades de transporte [Greuter, 2009].
En este trabajo se utilizó un proceso con tres materiales Au, Ge y Ni que
son parte de la mayoría de las recetas. La parte más imporante del proceso
consiste en depositar por evaporación AuGe en una proporción que corres-
ponde al eutéctico, en el cual la aleación tiene su punto de fusión más bajo
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de 370 ◦C. Se deposita inicialmente una capa de Ni que ayuda a la adhe-
rencia. Se agrega además una capa gruesa de Au para el contacto eléctrico
[Martin, 2010] [Iqbal et al., 2014].
Para poder hacer esto en el laboratorio, adapté una evaporadora Joule
para poder co-evaporar tres materiales simultáneamente. Esto requiere de
tres navetas donde se depositan los materiales y se hace circular corriente,
una placa movil (shutter) para poder evaporar cuando se tiene la tasa apro-
piada y evitar la emisión inicial de impurezas y un cristal de cuarzo estándar
para medir la cantidad evaporada.
Una vez realizada la evaporación se realiza el lift-off y se coloca la mues-
tra dentro de horno de recocido rápido [Koop et al., 2013] [Greuter, 2009]
[Iqbal et al., 2014]. La idea es precalentar la muestra, subir un poco por enci-
ma del punto de fusión del AuGe y dejar un minuto para luego calentar un
poco más ayudando a la difusión de ambos. El Ge baja la barrera Schottky
aumentando el dopaje. Los electrones del Au pueden pasar de los cables
en la superficie al gas 1000 Å en el interior. La temperatura se sube a unos
400◦C por 40 s y luego desciende rápidamente. Si la temperatura sube más o
permanece mucho tiempo alta, los átomos de la muestra difunden creando
imperfecciones y arruinando la mobilidad del gas. Todo el proceso se realiza
con la circulación permanente de una mezcla inerte de N/H [Martin, 2010].
Para poder realizar este recocido rápido en el laboratorio realizamos jun-
to a Julio Guimpel y Manuel Gonzalez un horno casero de lámparas. El con-
trol de potencia y temperatura lo realizamos con un PID programado en un
Arduino. Con el mismo logramos una rampa de temperatura como la que
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Figura 14.8: Rampa de temperatura en el horno de annealing rápido.
Definición de la mesa
Para definir la mesa y aislar unas partes del gas respecto de otras, exploré
dos opciones. Una posibilidad es hacer una litografá con resina positiva, de-
positar una máscara de Al para proteger algunas partes y luego del comido,
sacar el Al con KOH (ver Fig. 14.9(a)) [Martin, 2010]. El problema de esto
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es que el KOH tiene que estar muy diluido porque también ataca al GaAs.
Las segunda opción que fue la que funcionó consiste en proteger con resina
negativa ma-N las partes de la muestra que se desee (Fig. 14.9(b)) y luego
del comido quitar la resina con acetona (Fig. 14.9(c)).
(a)
(b) (c)
Figura 14.9: (a) Opción uno para la mesa: proteger con una máscara de Al. (b) Opción dos:
proteger con una capa de resina negativa ma-N. (c) Muestra después del comido químico.
El comido químico se realiza con una solución de ácido orto-fosfórico
[Martin, 2010]. La profundidad del comido es típicamente de unos 100 nm.
El rate depende de muchos factores y es mejor calibrarlo.
Experimentos
En el Capítulo 15 discuto los resultados obtenidos en dos muestras co-
mo la de la Fig. 14.9(c) donde la mesa se realizó delimitando al gas en una
barra Hall con seis terminales. Esto permitió por un lado caracterizar el gas
bidimensional y por otro lado realizar las primeras mediciones del efecto
Hall cuántico en el laboratorio.
CAPÍTULO 15
El Efecto Hall Cuántico
“The birthday of the quantum Hall effect (QHE) can be fixed very
accurately. It was the night of the 4th to the 5th of February 1980 at
around 2 a.m. during an experiment at the High Magnetic Field
Laboratory in Grenoble”.
Klaus von Klitzing
25 Years of Quantum Hall Effect, Poincaré Seminar (2004)
Desde su descubrimiento a finales de 1970, el efecto Hall cuántico (QHE)
ha llamado la atención de la comunidad científica de todo el mundo. La pri-
mera observación experimental de la cuantización de la resistencia Hall se
debe a von Klitzing [v. Klitzing et al., 1980] quién recibió el premio Nobel
unos años más tarde [von Klitzing, 1986]. Para tener una idea de la rele-
vancia de este descubrimiento vale la pena leer la opinión del propio von
Klitzing 25 años después [von Klitzing, 2004]. La cuantización de la resis-
tencia Hall permite una determinación precisa de la combinación de cons-
tantes fundamentales h/e2 y en consecuencia es posible obtener un valor
de la constante de estructura fina α = 2πe
2
hc
en un experimento de materia
condensada 1. Más aún, los patrones de resistencias se basan hoy en día en
mediciones del efecto Hall cuántico. La sorpresa del descubrimiento de von
Klitzing de plateaus de resistencia Hall en función del campo magnético o
de la densidad de portadores para algunos valores de llenado entero de los
niveles de Landau vendría seguida de otra sacudida cuando Tsui, Stromer y
Gossard descubrieron el efecto Hall cuántico fraccionario [Tsui et al., 1982].
La aparición de plateaus en la resistencia Hall para llenados no enteros sino
en fracciones (y no cualquier fracción) generó un oleada de intensa labor ex-
perimental y teórica [Stormer et al., 1999]. Tsui, Stormer y Laughlin fueron
también reconocidos con el premio Nobel en el año 1998 [Stormer, 1999].
Laughlin fue el teórico que puso la piedra angular de la teoría para explicar
el efecto Hall cuántico fraccionario [Laughlin, 1983].
Entre la literatura disponible existen varios libros que pueden servir de
guía. El primero de ellos es el de Girvin y Prange y describe el estado del arte
sobre “los efectos Hall” al año 1987 [Prange and Girvin, 1987]. El segundo es
de Das Sarma y brinda una descripción más actualizada de los avances en la
comprensión de ambos efectos, en particular del QHE fraccionario [Sankar
1Tal vez vale la pena recalcar que la constante de estructura fina es la constante de aco-
plamiento entre las partículas cargadas y los fotones.
15.1. El gas bidimensional en presencia de un campo magnético 
Das Sarma, 2004]. Una buena compilación de artículos importantes en el te-
ma puede encontrarse en el libro de Stone [Stone, 1992]. Por último, hay un
libro muy actualizado de Tapash Chakraborty que puede ser de utilidad pa-
ra entender los nuevos estados cuánticos explorados en el régimen de Hall
fraccionario [Chakraborty and Pietiläinen, 2013]. Me gustaría agregar ade-
más el capítulo de libro escrito por A. MacDonald [MacDonald, 1991], una
lecture del M. Girvin [Girvin, 1999] y una lecture muy reciente de M. Goer-
big donde se analiza también el efecto Hall cuántico en grafeno [Goerbig,
2009].
15.1. El gas bidimensional en presencia de un cam-
po magnético
Consideremos un gas bidimensional de electrones libres en la presencia










donde A es el potencial vector, gL es el factor de Landé efectivo (gL = 0.44
para el gas 2D en GaAs 2), µB es el magnetón de Bohr y σ = ±1/2. Para
un campo magnético en la dirección z, el potencial vector en el calibre de
Landau es A = (−By, 0, 0), de modo que∇×A = Bẑ. Con esta convención






















































que es el problema de un oscilador armónico de frecuencia ωc = eBmc con su











































2Ver la Fig. 14.5 en el Capítulo 14.
 15. El Efecto Hall Cuántico
Las soluciones {χn(y+yk)} son polinomios de Hermite de orden n con auto-
energías E = ~ωc(n+ 1/2). Como se muestra en la Fig. 15.1(a), estos niveles
de energía llamados niveles de Landau no dependen de k. En un tratamien-
to semi-clásico del transporte, si uno construyese un paquete con estas solu-
ciones, el centro de masa del paquete permanecería fijo ya que su velocidad













Figura 15.1: (a) Formación de los niveles de Landau. (b) Evolución del espectro con campo
magnético.
Como efecto del la formación de los niveles de Landau, el espectro con-
tinuo de energías electrónicas se convierte en un espectro discreto (ver Fig.
15.1(b)). La separación de energía es ~ωc, que para los valores típicos del Ca-
pítulo 14 resulta ~ωc = eBmc = 1.73 meV/B = 20 T/B, con B en Tesla y T en
Kelvin.
Estos niveles se encuentran muy degenerados ya que hay muchos esta-
dos k posibles con el mismo n. Teniendo presente la evolución de la den-
sidad de estados bidimensional ante la presencia de un campo magnético
(Fig. 15.2(a) - (b)), una forma sencilla de hacer la cuenta es pensar que la







pero la cantidad de niveles de Landau es E/~ωc, por lo que la cantidad de





La degeneración crece linealmente con el campo magnético como se mues-
tra en la Fig. 15.2(c).




























Figura 15.2: (a)-(b) Densidad de estados del gas bidimensional cuando se forman los niveles
de Landau. (c) Degeneración de un nivel en función del campo magnético.
Figura 15.3: Movimiento orbital de un electrón en presencia de un campo magnético.
Imágen intuitiva
Otra forma posible de pensar los niveles de Landau es como producto
de la cuantización de las orbitas electrónicas. Como se muestra en la Fig.
15.3, un electrón en presencia de un campo magnético describe una órbita
con un radio rc y un perímetro 2πrc, donde rc es el radio de ciclotrón. En el
límite cuántico, el perímetro tiene que ser un múltiplo entero de la longitud
de onda del electrón: 2πrc = nλ = n2πk = n
2π~
mv
, luego v = n ~
mrc
. Teniendo en
 15. El Efecto Hall Cuántico















que es cercano al resultado correcto E = ~ωc(n + 1/2). Para que los efectos
de la cuantización de las órbitas sean apreciables es preciso que el tiempo
entre colisiones τ sea mayor que el periodo de las oscilaciones, i.e. ωcτ  1.






movilidades altas, el efecto de la cuantización se hace visible a campos más
bajos. Para µ = 106cm2/Vs, el campo tiene que ser mayor a 10−2 Tesla.
Análisis de la ocupación de los niveles
Para una densidad fija n, la cantidad de niveles de Landau que están
ocupados son los necesarios para que N × δL = n. Como la degeneración
de cada nivel crece con campo, la cantidad de niveles de Landau ocupados
va cambiando. Esto se muestra en la Fig. 15.4, donde las líneas de trazos






















Figura 15.4: Evolución de la degeneración de un nivel de Landau (y sus múltiplos en-
teros) con el campo magnético. Las líneas de trazos corresponden a una densidad fija
n = 2.0 1011 cm−2 y n = 5.0 1011 cm−2.
El efecto Zeeman
El término Zeeman en el Hamiltoniano
EZ = −gLµBBσ,
da lugar a una energía de separación de 23.2µeV/B, con B en Tesla, o
270 mK/B entre los estados con espín para arriba y espín para abajo. Esta
separación es muy pequeña pero puede hacerse importante a temperaturas
bajas y campos magnéticos intensos.
15.1. El gas bidimensional en presencia de un campo magnético 
La formación de estados de Borde
La formación de niveles de Landau en el gas bidimensional tiene un efec-
to notable en las propiedades de transporte. Consideremos como antes una
barra de longitud L y ancho W , con L W .
Figura 15.5: Formación de los estados de borde.
Para tener en cuenta el tamaño finito de la muestra incluímos en el Ha-










donde podemos considerar que V (y) es una perturbación. Como se muestra
en la Fig. 15.5, la corrección a primer orden es
〈Ψkn|H(x, y)|Ψkn〉 = E(0)n + 〈χn(y − yk)|V (y)|χn(y − yk)〉 ∼ E(0)n + V (yk),
por lo que los estados cerca de los bordes tienen una velocidad finita en
el nivel de Fermi. La formación de estados de borde es fundamental para
comprender el efecto Hall cuántico. El primero en reconocer su importancia
fue Halperin [Halperin, 1982]. Estos estados son los responsables de trans-
portar la corriente. Pueden pensarse como skipping-orbits que se producen
en los bordes por una reflexión elástica con el borde (ver figura). Voy a dis-
cutir esto más en profundidad a la luz de los resultados experimentales. Sin
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embargo, es importante mencionar dos características fundamentales de los
estados de borde. La primera es que son quirales. Esto quiere decir, como se
observa en la figura, que en cada uno de los bordes los electrones se mueven
en una dirección dada. En un borde de derecha a izquierda y en el otro al
contrario. La segunda característica es que al estar separados espacialmente,
los estados de borde son insensibles a los procesos de back-scattering. Los
elementos de matriz que mezclan estados yendo en una dirección con los
que van en sentido contrario son cero debido a la sepación espacial de los
mismos. Esto significa esencialmente que los estados de borde se comportan
como canales quasi-unidimensionales balísticos.


































Figura 15.6: (a)Resistencia longitudinal en función de la temperatura y (b) resistencia Hall
en función del campo magnético a T = 84 K.
Las primeras mediciones que presento corresponden a temperaturas al-
tas. Como se muestra en la Fig. 15.6(a) la resistencia longitudinal en función
de la temperatura sigue un comportamiento lineal hasta que satura en un
valor que está dado por la presencia de impurezas. a T = 84 K se tiene










con e = −1.6 10−19 C, I = 1.0 10−6 A obtiene n = 4.3 1011 cm−2. En combina-
ción con el valor de RL
VL
I








con L = 95µm y W = 20µm se obtiene µ(86 K) = 85100 cm2/Vs. Esta no es
una mobilidad muy alta para los valores típicos de gases bidimensionales y
nos da como información que la muestra tiene bastante desorden.


























































Figura 15.7: (a) Resistencia Hall, (b)resistencia longitudinal y (c) ambas en función del
campo magnético a T = 11 K. Con línea roja a trazos se muestra lo mismo a T = 84 K.
Cuando bajamos la temperatura, por ejemplo hasta T = 11 K, el com-
portamiento clásico observado cambia drásticamente. Como se muestra en
la Fig. 15.7(a), la resistencia Hall abandona el comportamiento lineal y a
ciertos valores de campo muestra “escalones”. Estos escalones son los pla-
teaus del efecto Hall cuántico y tienen un valor de resistencia muy bien de-
terminado. Esto es un comportamiento que va de “clásico a cuántico” con
solo mover una perilla. Además de estos escalones en la resistencia Hall,
la resistencia longitudinal presentada en la Fig. 15.7(b) comienza a mostrar
oscilaciones. Estas oscilaciones se conocen como oscilaciones de Shubnikov
de Haas y se deben a las oscilaciones en la densidad de estado producidas
por la cuantización de Landau. Sin embargo, más allá de las oscilaciones, la
resistencia longitudinal se va a cero a algunos valores de campo. Esto, como
 15. El Efecto Hall Cuántico
veremos, es una característica del régimen de Hall cuántico. Resulta reve-
lador mirar ambas resistencias en la misma gráfica. Como se muestra en la
Fig. 15.7(c), para los valores de campo a los que se observan los escalones
en RH , la resistencia longitudinal cae a cero.
15.2.1. El efecto Hall cuántico
Para tratar de entender el órigen de estos comportamientos es conve-
niente traer a la memoria algunos conceptos desarrollados en el Capítulo 3
y la imágen de los estados de borde que acabamos de presentar. Como se
muestra en la Fig. 15.8(a), para algún campo magnético B, tenemos los ni-




Figura 15.8: (a) Niveles de Landau con la correción por los bordes. (b) Barra hall con los
potenciales químicos en el régimen del QHE.
Cuando aplicamos una corriente I en la muestra (como se esquematiza
en la Fig. 14.6), los electrones en los reservorios fuente y sumidero tienen
potenciales químicos bien definidos µL y µR. Como se discutió en el Capí-
tulo 3, estos electrones ocupan los estados que se encuentran en el rango
de energías µR < ε < µL. Los estados que pueden ser ocupados por los
electrones son los estados de borde. Está claro que la cantidad de estados
de borde es la misma que el número de niveles de Landau por debajo del
nivel de Fermi (lo que depende del campo magnético). Como se muestra en
la Fig. 15.8(b), el hecho de que estos estados sean balísticos determina los
potenciales químicos medidos por las sondas de voltajes. Con esta imágen
sencilla se puede ver fácilmente que: 1) no hay caída de voltaje longitudinal.
2) El voltaje Hall es VH = (µL−µR)/e. De acuerdo al Capítulo 3, la corriente
I = GV = G(µL − µR)/e, donde G es la conductancia que en este caso vale










. Es decir, la resistencia Hall está cuantizada en fracciones
de h
e2
= 25.8 kΩ 3.
3Esta cuenta se puede hacer en el formalismo multiterminales de Landauer-Büttiker (ver
15.2. Propiedades de transporte 
Como se muestra en la Fig. 15.9, esta cuantización puede observarse cla-
ramente a T = 1.78 K. Las líneas a trazos corresponden a (h/e2)(1/N), con
N = 1, 2, 3, 4, 6, 8, · · · . Para campos muy grandes es posible ver incluso pla-
















Figura 15.9: Resistencia Hall en función del campo magnético a T = 1.78 K. Las líneas a
trazos corresponden a (h/e2)(1/N), con N = 1, 2, 3, 4, 6, 8, · · · .
Cuál es el efecto de bajar la temperatura? La disminución de la tempera-
tura tiene varias consecuencias. Por un lado, evita la población térmica de
los niveles de Landau a valores de campos más pequeños: kBT  ~ωC . En
segundo lugar, a menor temperatura hay una movilidad mayor y por tan-
to un τ más largo y los electrones pueden completar órbitas a campos más
bajos. Como se observa en la Fig. 15.10, la transición entre plateaus es más
abrupta a temperaturas más bajas.
En la Fig. 15.10, puede observarse claramente que a diferencia de la Fig.
15.7, la resistencia longitudinal cae a cero para valores mucho menores de
campo indicando que el régimen del efecto Hall cuántico se alcanza antes.
Es posible observar que solo hay resistencia en la transición entre plateaus.
Como se muestra esquemáticamente en la Fig. 14.3, al aumentar el campo
para pasar de un número de estados de borde a otro hay un momento en
el que todos los estados localizados pueden ser ocupados. Esto trae como
consecuencia que los estados de los bordes están conectados y no son más
balísticos. Esto da como resultado una resistencia finita.
Capítulo 3).
























































Figura 15.10: (a) Resistencia Hall, (b)resistencia longitudinal y (c) ambas en función del
campo magnético a T = 1.78 K (línea negra) y T = 1.45 K.
Para terminar presento acá por último otra tanda de mediciones a T =
1.48 K en la Fig. 15.12 y a temperaturas de miliKelvin en la Fig. 15.13. En
esta última es notorio que la cuantización de la resistencia Hall se observa a
valores más pequeños de campo.







Figura 15.11: Transición entre plateaus: (a) Tres niveles de Landau se encuentran ocupados
y hay (d) tres estados de borde. (b) El campo aumenta de manera que todos los estados
localizados pueden ser ocupados y (e) los estados de los bordes estń conectados mediante
estos estados dando una resistencia finita. (c) Para un campo un poco mayor hay dos estados
de Landau ocupados y por tanto (e) solo dos estados de borde.



















































Figura 15.12: (a) Resistencia Hall, (b)resistencia longitudinal y (c) ambas en función del
campo magnético a T = 1.48 K.
































Figura 15.13: (a) Resistencia Hall en función del campo magnético a T = 480 mK (línea
negra), T = 35 mK (línea roja) y T = 50 mK (línea azul). (b) Zoom a campos bajos.
Apéndices
APÉNDICE A
La caja de herramientas de
supervivencia
A.1 Funciones de Green a temperatura cero.
A.2 Introduciendo los diagramas.
A.3 Ejemplo: el nivel resonante.
A.4 Funciones de Green a temperatura finita.
A.5 Ejemplo: la NCA.
A.6 Funciones de Green de no-equilibrio.
A.7 Ejemplo: el cálculo de la corriente.
A.8 El límite no interactuante: la conexión a la transmisión.
A lo largo de la tesis hay un montón de referencias a funciones de Green,
teoría de perturbaciones, desarrollos diagramáticos, ecuaciones de Dyson,
etc. He incluido este capítulo para completar los ladrillos que faltan. La ma-
yoría de las definiciones formales y algunas ecuaciones importantes se pre-
sentan aquí en detalle para evitar grandes desviaciones en la parte central
del texto. He decidido dejar todo esto como un apéndice para facilitar la lec-
tura de la tesis. También he incluido algunos ejemplos como complemento
de cada presentación formal. Estos ejemplos han sido elegidos porque sir-
ven como ilustración de la utilización de las herramientas teóricas y también
porque conducen a resultados útiles. Creo que de esta manera este apéndi-
ce puede ser adecuado para un público más amplio. Uno de los ejemplos
particulares presentados es la aproximación non-crossing (NCA). Se trata de
una aproximación diagramática que hemos empleado para resolver nuestro
modelo de interferencia para sistemas fuertemente correlacionados. Presen-
to una derivación diagramática de la NCA en la Sec. A.5. Los detalles técni-
cos se dan en el Apéndice B y la extensión de la NCA fuera del equilibrio
se discute en el Apéndice C.
La teoría de las funciones de Green de temperatura cero (Sec. A.1) se
puede encontrar en varios libros de texto de física de muchos cuerpos. He
seguido todo de los libros de Mahan [Mahan, 2000], Fetter y Walecka [Fetter
 A. La caja de herramientas de supervivencia
and Walecka, 2003] y Bruus y Flensberg [Bruus and Flensberg, 2004]. La pre-
sentación de las funciones de Green de temperatura finita en la Sec. A.4 se
basa en este último. La teoría de perturbaciones fuera de equilibrio también
se discute en varios libros. He seguido un libro de Lifshitz [E. M. Lifshitz,
1981] y también el de Mahan. He seguido también unas notas escritas por
Alfredo Levy Yeyati [Yeyati, 2010]. El formalismo de Keldysh se introduce
en la Sec. A.6.
A.1. Funciones de Green a temperatura cero






donde T es el operador de ordenamiento temporal, ci representa la destruc-
ción de una partícula (fermión o bosón) en el estado i y donde 〈 〉 es el valor
de expectación en el estado fundamental del Hamiltoniano H . Los opera-
dores están en la representación de Heisenberg. Como suele ser el caso, no
se conocen los auto-estados del Hamiltoniano completo. Sin embargo, este
puede ser separado como H = H0 + V , donde H0 se puede resolver y V es
tratado como una perturbación. En la representación de interacción (indica-
da con un sombrero), el operador de evolución
Û(t) = eiH0te−iHt,
se introduce para cambiar de los auto-estados y operadores en la represen-





que satisfacen ecuaciones de evolución diferentes
∂
∂t
ψ̂(t) = −iV̂ ψ̂(t),
∂
∂t
ĉi(t) = −i[ĉi(t), H0].
En esta representación, dos estados de interacción en diferentes tiempos
ψ̂(t) = Ŝ(t, t′)ψ̂(t′) están conectados por el operador matriz S,




Este operador satisface la ecuación diferencial ∂tŜ(t, t′) = −iV̂ (t)Ŝ(t, t′) con
la condición inicial Ŝ(t, t) = 1. La solución formal a esta ecuación es una























A.2. Introduciendo los diagramas 
que da los sucesivos órdenes perturbativos.
Una expresión para la función de Green
La representación de interacción se vuelve realmente útil gracias al teo-
rema de Gell-Man and Low [Gellmann and Low, 1951]. Es un resultado im-
portante que relaciona el estado fundamental del sistema no perturbado al
del Hamiltoniano completo. La idea es considerar que en t→ −∞ la pertur-
bación está apagada y el sistema está en el estado fundamental ϕ0. Durante
el tiempo de evolución de este estado la perturbación se enciende adiabá-
ticamente. Al tiempo t, el sistema se encuentra en el estado fundamental
exacto
ψ̂(t) = Ŝ(t,−∞)ϕ0(0).
Por otra parte, se puede considerar que a medida que la evolución continúa
la perturbación se apaga y en t→ +∞ el estado del sistema es una vez más
ϕ0 a menos de un factor de fase
ϕ0(0)e
iL = Ŝ(+∞, t)ψ̂(t),
donde eiL = 〈ϕ0|Ŝ(+∞, t)|ψ̂(t)〉 = 〈ϕ0|Ŝ(+∞, t)Ŝ(t,−∞)|ϕ0〉 = 〈Ŝ(+∞,−∞)〉0.
La expresión 〈 〉0 tiene que ser entendida como el valor de expectación en el










A.2. Introduciendo los diagramas
La función de Green puede obtenerse a diferentes órdenes utilizando el
desarrollo en serie del operador matriz S de la Ec. (A.3) en la Ec. (A.4). A
orden cero, el operador matriz S es la identidad, luego
G0i,j(t, t




Esto se llama función de Green (o propagador) desnuda o no perturbada.
Dado que en la representación de interacción los operadores evolucionan
en el tiempo con H0, este propagador se puede calcular, es decir, es algo
conocido. Los propagadores desnudos juegan un papel importante como
bloques de construcción para los diagramas de la teoría de perturbaciones.
El propagador G0i,j(t, t′) puede ser representado diagramáticomente como
en la Fig. A.1: una flecha desde t′ a t, desde la creación del estado j a la
destrucción del estado i.
El desarrollo del operador matriz S se puede considerar a un orden arbi-
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Figura A.1: Representación diagramática del















dt2〈T V̂ (t1)V̂ (t2)〉0.
Hay dos tiempos “externos” t y t′ y muchos “tiempos internos”: t1, t2, que
corresponden al orden de la serie. La serie puede ser interpretada diagra-
máticamente como se muestra en la Fig. A.2. El propagador desnudo sufre
procesos de dispersión de entre t′ y t.
Figura A.2: Representación diagramática del
segundo orden en el desarrollo en serie del







La perturbación V tiene que ser escrita en términos de operadores de
creación y destrucción. Para hacer los siguientes puntos más claros, se con-
sidera una perturbación V̂ de la forma Uλ1λ2 ĉ
†
λ1
ĉλ2 . Esto puede ser también
representado diagramáticamente como en la Fig. A.3. Esto se llama un vér-
tice.
Figura A.3: Representación diagramática de




Este es un vértice.











multiplicado por un factor de Uλ1λ2Uλ3λ4 , que cuantifica la importancia de
esta contribución a la serie de perturbaciones. Es orden ∼ U2. Los valo-
res esperados de este tipo pueden ser evaluados utilizando el teorema de
A.2. Introduciendo los diagramas 
Wick [Wick, 1950]. De acuerdo con este teorema, estos valores de expecta-
ción pueden calcularse como la suma de todas las posibles “contracciones”.
Una contracción es el valor esperado de un par de operadores ordenados
temporalmente, un operador de creación actuando primero y luego el ope-
rador destrucción 1, excepto cuando actúan al mismo tiempo. En este caso

































































































Figura A.4: Representación diagramática de las seis posibles contracciones (a)-(f) en el




El desarrollo perturbativo se puede interpretar como una corrección su-
cesiva de la función de Green desnuda que conecta t′ → t con “eventos
de dispersión” en tiempos intermedios. Para cada órden, estos procesos se
pueden representar con diagramas, los diagramas de Feynman. Una con-
tracción de los operadores que actúan en diferentes momentos se puede
identificar con una función de Green desnuda. A partir de esta representa-
ción está claro por qué se les llama también propagadores. Una contracción
de los operadores que actúan al mismo tiempo se puede identificar con un
operador de número. Los diagramas son convoluciones en el tiempo (pro-
ductos en frecuencia) de propagadores no perturbados u operadores de nú-
1Esto se llama orden normal
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donde una suma sobre las variables internas
∑
λ1,λ2,λ3,λ4
tiene que ser calcu-





Dado que hay una suma implícita sobre los grados de libertad internos
λi y dado que los tiempos internos t1 y t2 son variables de integración, de
las seis contribuciones, (a) y (b) representan el mismo proceso. Lo mismo es
cierto para (c) y (e). Hay un factor 2! debido a la permutación de las varia-
bles de tiempos internos que anula el factor de la serie exponencial. Los dos
primeros diagramas se llaman diagramas conectados y los otros, (c) - (f) son
diagramas desconectados. El desarrollo perturbativo a segundo orden para
el numerador y el denominador de la Ec. (A.4) se muestra en la Fig. A.5. He
omitido las etiquetas.
G  = + + + + ++ + ...
(a)
1 + + + + ...< S >  =
(b)
Figura A.5: Desarrollo diagramático a segundo orden para (a) el numerador de la función
de Green y (b) el operador de la matriz S en el denominador de la Ec. (A.4). Las etiquetas se
han omitido.
Hay una propiedad interesante que se puede demostrar re-ordenando
los diagramas. Para ello, es mejor considerar el dominio de frecuencia al
que se puede acceder mediante una transformada de Fourier. En este ámbi-
to, la expresión analítica que representa cada diagrama es un producto de
propagadores. El re-ordenamiento del numerador se muestra en la Fig. A.6.
El desarrollo perturbativo del operador matriz S puede ser reconocido
en el factor común entre paréntesis. Este factor anula el denominador. Esto
se llama la cancelación de diagramas desconectados. La serie perturbativa
se puede hacer para un orden arbitrario usando diagramas de Feynman.
Para la expansión diagramática de la función de Green sólo tienen que ser
A.2. Introduciendo los diagramas 
1 + + + + ... +1 + + ...+
Figura A.6: Re-ordenamiento del dearrollo diagramático a segundo órden para que el nu-
merador de la función de Green de la Ec. (A.4).








dt1 · · ·
∫ ∞
−∞





La serie diagramática a segundo orden se muestra en la Fig. A.7.
G  = + + + ...
Figura A.7: Desarrollo diagramáti-
co de la función de Green a segun-
do orden, considerando sólo los dia-
gramas conectados y topológicamen-
te diferentes.
Como se señaló, en el dominio de frecuencia la convolución de las fun-
ciones de Green en el tiempo puede ser sustituido por un producto de pro-
pagadores. En el caso de Gi,j que depende de t, t′ como (t − t′), la transfor-










Un desarrollo como el de la Fig. A.7 se puede expresar como
G(ω) = G0 +G0V G0 +G0V G0V G0 + · · ·
= G0[1 + V G0 + V G0V G0 + · · · ]
= G0[1 + V (G0 +G0V G0 + · · · )]
= G0[1 + V G]
⇒ G(ω) = G0[1− V G0]−1,
donde la interacción representada por V se llama auto-energía Σ. Como se
muestra en la Fig. A.8, estas operaciones se pueden realizar directamente
con los diagramas.
 A. La caja de herramientas de supervivencia
Figura A.8: Derivación diagramáti-
ca de la ecuación de Dyson. La flecha










y el problema es el cálculo de la auto-energía. Esta expresión se llama ecua-
ción de Dyson.
A.3. Ejemplo: El nivel resonante
Como ejemplo de la aplicación de los desarrollos diagramáticos presen-
to aquí el análisis del problema de un solo nivel localizado acoplado a un
baño de electrones de conducción. Esto se conoce como el problema del ni-
vel resonante y es un límite del modelo de Anderson para el problema de





















donde c†kσ (ckσ) crea (destruye) un electrón de conducción con momento k y
espín σ, d†σ (dσ) es el operador de creación (destrucción) de los electrones en
el nivel localizado con energía Ed y Vkσ es la hibridación. El Hamiltoniano






















puede ser tratada como una perturbación que describe los procesos en los
que los electrones saltan de la banda de conducción y ocupan el nivel loca-
lizado, y también lo contrario.
A.3. Ejemplo: El nivel resonante 
Teniendo en cuenta la definición de la Ec. (A.1), hay tres funciones de
Green para ser calculadas: i) una para el nivel localizado
Gd(t, t
′) = −i〈Tσd†σ(t)d(t′)〉,














De acuerdo con estas definiciones, las funciones de Green no perturba-
dos son
G0d(t, t
′) = −i〈T d̂σ(t)d̂†σ(t′)〉0,
G0k,k′(t, t





′) = −i〈T ĉkσ(t)d̂†σ(t′)〉0,
G0d,k(t, t




Los dos primeros propagadores están representados en la Fig. A.9(a). Las
funciones de Green no perturbados para los electrones de conducción (loca-
lizados) se representan con una flecha de línea discontinua (línea continua).
Los propagadores vestidos están representados con una flecha de línea do-









Figura A.9: Representación diagramática de los propagadores (a) desnudos y (b) vestidos
de electrones localizados y de conducción.
La función de Green desnuda para los electrones localizados
Dado H0, la parte que describe el nivel localizado es Ed d†σdσ, que es
diagonal. Los auto-estados son {|0d〉, | ↑d〉, | ↓d〉, | ↑↓d〉} con autoenergías




θ(t− t′)〈d̂σ(t)d̂†σ(t′)〉0 − θ(t′ − t)〈d̂†σ(t′)d̂σ(t)〉0
]
,
 A. La caja de herramientas de supervivencia
donde el signo menos es una consecuencia del carácter fermiónico de los
operadores. Teniendo en cuenta que |〉0 es el estado vacío |0d〉, la única con-
tribución proviene del término con el operador de creación actuando pri-
mero. Escribiendo explícitamente los operadores en la representación de in-
teracción
G0d(t, t




Este es el resultado de la función de Green no perturbada en el dominio
temporal. El propagador desnudo depende solamente de t − t′ y es útil en-
contrar el resultado en el dominio de frecuencia. Se puede calcular mediante



























Figura A.10: Contornos de integración posibles para (a) t > 0 y (b) t < 0.
Para t > 0, la función h(z) = e
−i(Ed−ω−z)t
z−iη puede ser evaluada a lo largo
de una curva semicircular en la parte superior del plano complejo (véase la
Fig. A.10(a)). De un lado, la integral∮
h(z) dz = 2πi Res(h(z)),
donde Res(h(z)) son los residuos de h(z) dentro del dominio. Hay un polo
simple en z0 = iη, por lo tanto,∮
h(z) dz = 2πi e−i(Ed−ω−iη)t.
Por el otro lado, la integral a lo largo del contorno tiene dos contribuciones:
la integral a lo largo de la parte curva del contorno y la integral a lo largo
A.3. Ejemplo: El nivel resonante 
del eje real. La primera puede hacerse despreciable extendiendo el radio del
contorno a infinito, el que queda es el que coincide con la integral real que





para t > 0. Para t < 0, el contorno de integración puede ser cerrado en la
parte inferior del plano complejo (véase la Fig. A.10(b)). Dado que no existen
polos, la integral da cero. De este modo,





⇒ G0d(ω) = ĺım
η→0+
1
ω + iη − Ed
. (A.9)
Este es el propagador desnudo para el nivel localizado. Este propagador
tiene la información del efecto de una perturbación después de que se crea,
es decir, la parte de la función de Green que corresponde a t > 0. Se llama
función de Green retardada. La otra parte es la función de Green avanzada.
La retardada se ha obtenido reemplazando ω → ω + iη y tomando η → 0+.
Para la avanzada, es necesario cambiar ω → ω − iη y luego tomar el límite.
Es por eso que me refiero a la definición de la Ec. (A.1) simplemente como
la función de Green.
La función de Green para los electrones de conducción
La parte del Hamiltoniano que describe los electrones de conducción es∑
k,σ εk,σc
†
kσckσ, que también está en una forma diagonal. El estado funda-
mental se construye con los estados de un electrón |kσ〉 = c†kσ|vac〉, llenando
todos los estados hasta el nivel de Fermi εF (que define un momento de Fer-





k↓|vac〉. Las energías pueden ser medidas desde el
nivel de Fermi ξk = εk − εF .











y reemplazando el estado fundamental para el mar de Fermi |FS〉 (de ener-
gía E0) y escribiendo de forma explícita los operadores en la representación
de interacción,
G0k,k′(t, t
′) = (−i)θ(t− t′)eiE0(t−t′)〈FS|ckσe−iH0(t−t
′)c†k′σ|FS〉
− (−i)θ(t′ − t)eiE0(t′−t)〈FS|c†k′σe
−iH0(t′−t)ckσ|FS〉.
La creación de un electrón en el mar de Fermi sólo es posible si ese estado




ckσ|FS〉 = (1− θ(ξk))ckσ|FS〉.
 A. La caja de herramientas de supervivencia
Por otra parte, el estado creado tiene que ser destruido después o el valor de
expectación daría cero (porque serían estados ortogonales). Lo mismo para
la destrucción. Por ende,
G0k,k′(t, t
′) = (−i)θ(t− t′)eiE0(t−t′)δk,k′θ(ξ)e−i(E0+ξk)(t−t
′)
− (−i)θ(t′ − t)eiE0(t′−t)δk,k′(1− θ(ξk))e−i(E0−ξk)(t
′−t)
⇒ G0k,k′(t− t′) = (−i)δk,k′
[
θ(t− t′)θ(ξk)e−iξk(t−t




Este es el resultado de la función de Green desnuda de los electrones de









se puede calcular añadiendo una parte imaginaria ±iη (η → 0+) infinitesi-











⇒ G0k,k′(ω) = δk,k′
[
θ(ξk)
ω + iη − ξk
+
θ(−ξk)
ω − iη − ξk
]
. (A.10)
Este es el resultado para los electrones de conducción que incluye los elec-
trones y los agujeros por encima y por debajo del nivel de Fermi.
Los propagadores desnudos
Dado que H0 no contiene ningún término que mezcla el nivel localizado



















El Hamiltoniano se separó como H = H0 + H1, donde H1 de la Ec. (A.8)
se trata como una perturbación. Contiene términos de la forma Vkσc
†
kσdσ que
describen el salto de un electrón del nivel localizado al baño de conducción
y V ∗kσd
†
σckσ que describen el proceso contrario. Estos son los vértices de este
problema y se ilustran en la Fig. A.11.
La función de Green perturbada puede ser calculada a cualquier orden
sumando los diagramas posibles conectados y topológicamente diferentes
A.3. Ejemplo: El nivel resonante 
Figura A.11: Vértices de la
perturbación H1 en la Ec.
(A.8). (a) Un electrón es
destruído en el nivel locali-
zado y creado en la banda
de conducción. (b) El pro-
ceso opuesto. (a) (b)
= +
+ + . . .
Figura A.12: Desarrollo diagramático para el problema del nivel resonante.
que se pueden formar compatibles con los vértices. Para la función de Green
del nivel localizado Gd(ω), esto se muestra en la Fig. A.12.
Por la forma de la perturbación, sólo hay diagramas con un número par
de vértices. Estos diagramas se toman directamente en el dominio de fre-
cuencia, de ahí que se puedan leer como un producto de propagadores. Es
posible trabajar con esta expansión para llegar a la ecuación de Dyson como
se muestra en la Fig. A.13.
= + +1 + . . .
+ + . . .= +1
= +1
Figura A.13: Factorización en la serie de diagramas para el problema del nivel resonante
con el objetivo de derivar la ecuación de Dyson.



























 A. La caja de herramientas de supervivencia











Utilizando el resultado de la función de Green desnuda de la Ec. (A.9), la
función de Green retardada es
Grd(ω) =
1
ω − Ed − Σr(ω)
. (A.12)
El infinitesimal η se ha omitido aquí porque la parte imaginaria de la auto-
energía se encarga de la convergencia. Usando la expresión de la Ec. (A.10)
para la función de Green desnuda de los electrones de conducción en la Ec.





ω + iη − εk
, (A.13)
tomando εF = 0.
La densidad local de estados
La densidad de estados para el nivel localizado puede calcularse a partir





donde las funciones de Green avanzadas y retardadas en la mayoría de los
casos satisfacen Ga∗d (ω) = G
r
d(ω), por lo que ρd(ω) =
−1
π
GIrd (ω). La auto-
energía de la Ec. (A.13) se puede separar en parte real e imaginaria: Σr(ω) =
ΣRr(ω) + iΣIr(ω).




(ω − Ed − ΣRr(ω))2 + (ΣIr(ω))2
. (A.15)





(ω − εk)− iη
(ω − εk)2 + η2
,














A.3. Ejemplo: El nivel resonante 
donde ℘ es el valor principal. Teniendo en cuenta que ĺımη→0+ ηx2+η2 = πδ(x),
















|Vkσ|2δ(ω − εk), (A.16)




(ω − ẼD)2 + (∆σ(ω))2
,
y la densidad local de estados del nivel localizado
ρd(ω) =
∆σ(ω)/π
(ω − Ẽd)2 + ∆2σ(ω)
, (A.17)
donde Ẽd = Ed + ΣRr(ω).
Si el acoplamiento es independiente del impulso Vkσ = V , ∆σ(ω) =
πρbaño(ω)V
2, donde ρbaño(ω) =
∑
k>0 δ(ω − εk) es la densidad de estados por
espín de los electrones de conducción. Tomando su valor en el nivel de Fer-




















Figura A.14: Densidad de estados en el problema del nivel resonante para varios valores de
∆. Ed se fija en cero.
La densidad de estados se muestra en la Fig. A.14 para varios valores
de ∆. Tiene forma de Lorentziana y un ancho de 2∆σ. La hibridación del
nivel localizado con el baño de electrones se cuantifica con el ancho del
 A. La caja de herramientas de supervivencia
nivel resonante ∆. En el límite de ∆ = 0, la densidad de estados tiende a
una función delta que corresponde a un nivel aislado. Cuando el nivel está
acoplado a un baño de electrones de conducción, adquiere una vida media
finita dado que un electrón que ocupa este estado puede escapar al baño de
conducción.
A.4. Funciones de Green a temperatura finita
Hay una forma inteligente de extender la teoría de perturbaciones a tem-
peratura finita T . Esto es obligatorio en los sistemas de materia condensada
donde T 6= 0. El cambio importante es que los valores de expectación de-
ben ser calculados en presencia de un reservorio de temperatura. Y más en
general, también en la presencia de un reservorio de potencial químico. Es-
to significa que los valores de expectación se deben calcular en el ensamble
gran canónico. Para este propósito, es necesario introducir la matriz den-
sidad. El factor de Boltzmann eβH en la matriz densidad, donde β = 1/T
en unidades de la constante de Boltzmann, hace que sea bastante complica-
do hacer un desarrollo perturbativo ya que también hay términos eiHt que
provienen de la evolución temporal. Ambas exponenciales pueden ser tra-
tadas en pie de igualdad con la introducción de un tiempo imaginario τ = it
y frecuencias imaginarias iω. Las funciones de Green definidas en el tiem-
po imaginario se llaman funciones de Green de Matsubara. Las funciones
de Green retardadas y avanzadas pueden ser recuperadas de la función de
Green de Matsubara por un proceso de prolongación analítica.











′) = θ(τ − τ ′)ci(τ)c
†
j(τ
′)± θ(τ ′ − τ)c†j(τ ′)ci(τ),
con + (−) para los operadores bosónicos (fermiónicos). Los operadores es-
tán en la representación de Heisenberg y el valor de expectación se toma en












El operador K se define como K = H − µN , donde H es el Hamiltoniano y
N es el número total de partículas; µ es el potencial químico. La traza tiene
que ser tomada en una base completa de estados.
Algunas propiedades de las funciones de Green de Matsubara:
(i) Estas funciones de Green dependen sólo de la diferencia de τ − τ ′,
Gi,j(τ, τ
′) = Gi,j(τ − τ ′).
A.4. Funciones de Green a temperatura finita 
(ii) Se puede demostrar que la convergencia está garantizada si
−β < τ − τ ′ < β.
(iii) Hay una “periodicidad” que surge de la propiedad cíclica de la traza,
Gi,j(τ + β) = ±Gi,j(τ),
donde + (−) es para bosones (fermiones).
Teniendo en cuenta la periodicidad en los tiempos imaginarios es posible



















para trabajar en el dominio de las frecuencias imaginarias inπ
β
. Usando las











































Para fermiones, las contribuciones no nulas corresponden a n impar y para



















o bosónicas cuando ωn = 2nπβ .
La conexión con las funciones de Green avanzadas y retarda-
das
En la Sec. A.3 se demostró que las funciones de Green retardadas y avan-
zadas pueden obtenerse a partir de la función de Green ordenada temporal-
mente definida en la Ec. (A.1) mediante la transformación de Fourier y el
cambio de ω → ω ± iη, con η → 0+ y el signo más (menos) correspondien-
tes a las funciones de Green retardadas (avanzadas). La función de Green
retardada para fermiones también se puede definir como
Gri,j(t, t




 A. La caja de herramientas de supervivencia
donde {, } es el anti-conmutador. Con el fin de mostrar cómo las funcio-
nes de Green retardadas y avanzadas se pueden recuperar de las funciones
de Green de la Matsubara es conveniente introducir la representación Leh-
mann. Teniendo en cuenta la función de Green diagonal
Gri (t, t




que puede escribirse explícitamente como
Gi(t, t








Cada uno de estos términos se puede evaluar teniendo en cuenta una base









































Este valor de expectación se puede llamar G>i (t− t′) = −i〈ci(t)c
†
i (t






























e−βEnδ(ω − (En − En′))〈n|c†i |n′〉〈n′|ci|n〉.
Se puede demostrar que G<i (ω) = −G>i (ω)e−βω.
La función de Green completa es
Gri (t, t
















A.4. Funciones de Green a temperatura finita 















ω + iη + En − En′
+
〈n|c†i |n′〉〈n′|ci|n〉
ω + iη − En + En′
]
.
Cambiando n→ n′ en el último término, la representación Lehmann para la










ω + iη + En − En′
]
(e−βEn + e−βEn′ ). (A.23)
Por otro lado, la función de Green de Matsubara para τ > 0,
































e−βEn(eiωnβe(En−En′ )β − 1)〈n|ci|n
′〉〈n′|c†i |n〉
iωn + En − En′
,










iωn + En − En′
. (A.24)
Se puede observar a partir de la Ec. (A.23) y la Ec. (A.24) que la fun-
ción de Green retardada puede obtenerse a partir de la función de Green de
Matsubara haciendo
Gri (ω) = Gi(iωn → ω + iη), (A.25)
y la avanzada, Gai (ω) = Gi(iωn → ω − iη). Estos reemplazos son válidos
cuando la función de Green se expresa en una forma racional, cuidando la
analiticidad en los planos complejos superiores (o inferiores).
Hay una representación muy útil llamada representación espectral ba-








i |n〉δ(x+ En − En′),(A.26)
 A. La caja de herramientas de supervivencia
















donde z ∈ C. La función de Matsubara se puede recuperar haciendo Gi =
Gi(iωn) y la retardada Gri = Gi(ω + iη).
Teoría de perturbaciones a temperatura finita
Los auto-estados del Hamiltoniano completoK pueden ser muy difíciles
de obtener. El operador K se puede separar en K0 + K1 y K1 puede ser
tratado como una perturbación. En la representación de Heisenberg y de







El operador matriz S está dado por
Û(τ, τ ′) = eτK0e−(τ−τ
′)Ke−τ
′K0 ,
y satisface la ecuación diferencial ∂τ Û(τ, τ ′) = −K̂1(τ)Û(τ, τ ′) con la con-
dición inicial Û(τ, τ) = 1. De esta manera, el producto que aparece en la




















El factor de Boltzmann también se puede expresar en términos de la ma-
triz S,
Û(β, 0) = eβK0e−βK ⇒ e−βK = e−βK0Û(β, 0),
así la función de Matsubara partiendo de la Ec. (A.18) se puede reescribir
como
Gi,j(τ, τ














es la gran función de partición.





















= Z0〈Tτ Û(β, 0)ĉi(τ)ĉ†j(τ ′)〉0,
A.4. Funciones de Green a temperatura finita 
y Z = Z0〈Û(β, 0)〉0. Después de esta transformación en la representación de
interacción, la ventaja es que ahora 〈 〉0 significa que el valor de expectación
tiene que ser realizado con el Hamiltoniano no perturbadoK0; en particular,
la traza se puede tomar en la base de estados propios de K0.
El truco de introducir un tiempo imaginario permite derivar una expre-
sión muy compacta para la función de Matsubara
Gi,j(τ, τ
′) = −
〈Tτ Û(β, 0)ĉi(τ)ĉ†j(τ ′)〉0
〈Û(β, 0)〉0
. (A.29)
La solución formal para el operador matriz S a temperatura finita es






















que se puede utilizar para calcular la función de Green a un orden arbitrario.
He optado por presentar los siguientes dos ejemplos para ilustrar el
cálculo de las funciones de Green a temperatura finita. Los cálculos corres-
ponden al problema del nivel resonante discutido en la Sec. A.3. Estos resul-
tados son muy útiles y son necesarios en el Apéndice B para la derivación
de las expresiones analíticas de la aproximación non-crossing.
Ejemplo: La función de Green temperatura finita para los elec-
trones localizados y de conducción
El Hamiltoniano que describe el nivel localizado es Ed d†σdσ, que es dia-





θ(τ − τ ′)〈d̂σ(τ)d̂†σ(τ ′)〉0 − θ(τ ′ − τ)〈d̂†σ(τ ′)d̂σ(τ)〉0
]
,
donde el signo menos es una consecuencia del carácter fermiónico de los
operadores. Escribiendo explícitamente los operadores en la representación
de interacción
G0σ(τ, τ
′) = −θ(τ − τ ′)〈eH0τdσe−H0(τ−τ
′)d†σe
−H0τ ′〉0
+ θ(τ ′ − τ)〈eH0τ ′d†σe−H0(τ
′−τ)dσe
H0τ 〉0,
y utilizando el hecho de que
eH0τd†σe
−H0τ = eEdτd†σ, y e
H0τdσe
−H0τ = e−Edτdσ,













 A. La caja de herramientas de supervivencia
donde f(E) = [eβ(E−EF ) + 1]−1 es la función de distribución de Fermi. Este
es el resultado de la función de Green de temperatura finita no perturbada.
Se puede observar que la función de Green depende sólo de τ − τ ′, tal como



















pero ωn = (2n+1)π/β, por lo que e(iωn−Ed)β−1 = ei(2n+1)π−Edβ−1 = −e−Edβ−










kσckσ, que también está en una forma diagonal. El estado fun-





k↓|vac〉 . Las energías pueden ser medidas
desde el nivel de Fermi ξk = εk − εF .




θ(τ − τ ′)〈ĉkσ(τ)ĉ
†
kσ(τ




donde escribiendo explícitamente los operadores en la representación de
interacción
G0σ(τ, τ
′) = −θ(τ − τ ′)〈eH0τckσe−H0(τ−τ
′)c†kσe
−H0τ ′〉0





−H0τ = eξkτc†kσ, e
H0τckσe
−H0τ = e−ξkτdσ,




θ(τ − τ ′)e−ξk(τ−τ ′)〈ckσc
†
kσ〉0 − θ(τ








Este es el resultado de la función de Green temperatura finita no perturbada








A.5. Ejemplo: la NCA 





Las funciones de Green de Matsubara son muy útiles. La expansión per-
turbativa que conduce a los diagramas de Feynman se puede realizar como
en el caso de T = 0. Hay varios detalles y puntos interesantes acerca de
la construcción de diagramas en el tiempo imaginario, la transformación al
dominio de frecuencia imaginaria y también la relación entre funciones de
Green de Matsubara y las retardadas y avanzadas. He preferido hablar de
estos puntos en un ejemplo concreto: el desarrollo diagramático que condu-
ce a la aproximación non-crossing (NCA).
A.5. Ejemplo: la NCA
El problema de la impureza
La aproximación non-crossing (NCA) es una solución diagramática no
perturbativa al problema impureza [Hewson, 1997]. En este problema, hay
una impureza magnética con orbitales muy localizados que está dentro de
un metal. La impureza se hibrida con los electrones de conducción del me-
tal, que ocupan los niveles localizados. Los orbitales están muy localizados
produciendo una gran repulsión de Coulomb. La doble ocupación de un or-
bital no es conveniente y la impureza permanece magnética a altas tempe-
raturas. A temperaturas muy bajas hay un apantallamiento del magnetismo
debido a la formación de un estado de muchos cuerpos que entrelaza elec-
trones localizados y de conducción. Esto se conoce como el efecto Kondo
[Kondo, 1964].
El Hamiltoniano propuesto por Anderson (modelo de la impureza de
Anderson) [Anderson, 1961] para tratar el problema de una impureza mag-


























que es como el modelo del nivel resonante con repulsión de Coulomb U . El
primer término del Hamiltoniano describe a los electrones en el metal, c†kσ
(ckσ) crea (destruye) un electrón de conducción con impulso k y espín σ. En
el segundo término, d†σ (dσ) es el operador de creación (destrucción) de los
electrones con espín σ en el nivel localizado de energía Ed. Hay un costo de
energía U para poner dos electrones en la impureza debido a la repulsión
de Coulomb. El tercer término es la hibridación Vkσ. Este describe los proce-
sos en los que los electrones del metal ocupan el nivel de la impureza o lo
contrario.
 A. La caja de herramientas de supervivencia
La representación en partículas auxiliares
Con el fin de encontrar una solución a este modelo es posible utilizar la
aproximación non-crossing. Dentro de esta aproximación, la hibridación V
es tratada como una perturbación. El Hamiltoniano no perturbado no está
en una forma diagonal. Esta dificultad se puede eludir con la introducción
de partículas auxiliares como sugiere Coleman [Coleman, 1984]. Para el Ha-











los posibles ocupaciones se ilustran en la Fig. A.15. En el límite de muy





Figura A.15: Ocupaciones relevantes de la impureza: (a) vacía (b) un electrón con espín
hacia arriba o hacia abajo y (c) dos electrones.










El estado vacío se puede asociar a un bosón b y la impureza ocupada con
un fermión fσ. La identificación es{
|0〉 → b†|vac〉
|σ〉 → f †σ|vac〉,
donde los operadores f †σ y b† crean las partículas auxiliares y |vac〉 es un




f †σfσ = 1, (A.34)
que es la restricción que asegura la repulsión de Coulomb infinita. Se pue-
de demostrar que dado que {dσ, d†σ′} = δσ,σ′ , los operadores de partículas



























A.5. Ejemplo: la NCA 
donde el término hibridación tiene ahora tres operadores: dos para las partí-
culas auxiliares y uno para un electrón de conducción. La restricción puede













































donde K1 es tratado como una perturbación.
Las funciones de Green para las partículas auxiliares
De la definición de la Ec. (A.18), la función de Green a temperatura finita
para el pseudo-fermión es
Gσ(τ) = −〈Tτfσ(τ)f †σ(0)〉.
Al igual que en la Ec. (A.29), esta función de Green se puede calcular en
la representación de interacción, utilizando el valor de expectación en los
estados no perturbados del Hamiltoniano K0,
Gσ(τ) = −
〈Tτ Û(β, 0)f̂σ(τ)f̂ †σ(0)〉0
〈Û(β, 0)〉0
. (A.36)























Cuando este operador se considera a orden cero, el resultado es la fun-
ción de Green desnuda para el pseudo-fermión
G0σ(τ) = −〈Tτ f̂σ(τ)f̂ †σ(0)〉0, (A.38)
Análogamente, la definición de la función de Green del bosón esclavo es




y el propagador desnudo para el bosón es
G0b(τ) = −〈Tτ b̂(τ)b̂†(0)〉0, (A.40)
 A. La caja de herramientas de supervivencia
Dentro de la NCA se puede mostrar que el electrón de conducción no
resulta vestido por las interacciones, por lo tanto
G0kσ(τ) = −〈Tτ ĉkσ(τ)ĉ
†
kσ(0)〉0, (A.41)
Las funciones de Green vestidas y desnudas se representan diagramáti-
comente como se muestra en la Fig. A.16.
Figura A.16: Representación diagramá-
tica de las funciones de Green para las
partículas auxiliares y el electrón de con-
ducción. La función de Green desnuda
para el bosón esclavo (pseudo-fermión) se
representa con una línea ondulada (con-
tinua) y sin (con) una flecha. Las funcio-
nes de Green vestidas tienen una doble lí-
nea. Las funciones de Green para los elec-
trones de conducción se representan con












Estas funciones de Green son los componentes básicos de la serie dia-
gramática. El otro ingrediente clave son los vértices de la teoría. Están re-
presentados en la Fig. A.17. Hay dos posibles procesos descritos por K1: (i)




†fσ). En este proceso se destruye un pseudo-fermión mientras
que un bosón y un electrón de conducción son creados. (ii) Un electrón de
conducción que ocupa la impureza vacía (representado por V ∗kσf
†
σbckσ). Este
es un proceso en el que se destruye al electrón de conducción y también al
bosón vacío mientras se crea un pseudo-fermión.
(ii)(i)
Figura A.17: Vértices de la perturbación K1 descriptos en el texto.
Expansión diagramática
Las funciones de Green se pueden calcular realizando una expansión
diagramática. En el caso del pseudo-fermión, comenzando con el numera-
dor de la Ec. (A.36)
NUM(τ) = 〈Tτ Û(β, 0)f̂σ(τ)f̂ †σ(0)〉0,
A.5. Ejemplo: la NCA 
los sucesivos órdenes perturbativos están dados por el operador matriz S
(véase la Ec. (A.37)). A orden cero, NUM (0)(τ) = G0σ(τ), es decir, el propa-
gador desnudo. El próximo órden no trivial es n = 2,























donde manteniendo los términos con el mismo número de operadores de
creación y destrucción de cada tipo y recordando que el intercambio de las














Aquí τ1 y τ2 son tiempos imaginarios intermedios entre 0 y τ . Este valor
de expectación se puede calcular con la ayuda del teorema de Wick. For-





〈Tτ f̂σ(τ1)f̂ †σ(τ2)〉0〈Tτ f̂σ(τ)f̂ †σ(0)〉0 + 〈Tτ f̂σ(τ1)f̂ †σ(0)〉0〈Tτ f̂σ(τ)f̂ †σ(τ2)〉0
]
.
Estas dos contribuciones están representadas en la Fig. A.18 en el desa-
rrollo hasta segunda orden.
Figura A.18: Desarrollo
diagramático del numera-











Las contracciones con el factor 〈f̂σ(τ)f̂ †σ(0)〉0 están asociadas con diagra-
mas desconectados. Estos diagramas pueden ser factorizados y anulan el
denominador de la Ec. (A.36) como se ilustra en la Fig. A.19. El denomina-
dor tiene sólo diagramas de vacío.
Dado que el factor que viene de las variables de integración internas
cancela el n! en la expresión para el operador de evolución y dado que los
diagramas desconectados cancelan el denominador de la Ec. (A.36), la se-
rie diagramática para la función de Green se puede conseguir teniendo en
cuenta sólo los diagramas conectados y topológicamente diferentes que se
pueden construir compatibles con los vértices. Siguiendo la idea de Feyn-
man, todo los procesos intermedios partiendo de la creación en 0 hasta la
medición en τ deben ser considerados.
El procedimiento para construir los diagramas dentro de la NCA se ilus-
tra en la Fig. A.20. El procedimiento es el siguiente:
 A. La caja de herramientas de supervivencia
Figura A.19: Desarrollo
diagramático del numera-
dor y el denominador de la















(a) Dado un número de vértices, dibujar en línea todos los propagadores
de partículas auxiliares.
(b) Dibujar los propagadores de electrones de conducción hacia un lado.
(c) Para cada número de vértices, construir todos los diagramas topológi-
camente diferentes compatibles con la forma de los vértices.
(a) (b) (c)
(d)
Figura A.20: (a)-(c) Procedimiento en NCA para la construcción de los diagramas de la
serie. (d) Los diagramas obtenidos en el orden n = 6.
Como ejemplo, los diagramas obtenidos por n = 6 se muestran en la
Fig. A.20(d). Se puede observar que en el último diagrama hay un cruce de
propagadores de electrones de conducción. Dentro de la aproximación non-
crossing estos diagramas no se tienen en cuenta. Esto es muy importante
porque sin diagramas con cruces es posible llevar adelante una resumación
que permite obtener un conjunto de ecuaciones de Dyson. La expansión
A.5. Ejemplo: la NCA 
diagramática para las funciones de Green del pseudo-fermión y el bosón
manteniendo sólo los diagramas sin cruces se muestra en la Fig. A.21.




+ + + + + + + + + ...
Figura A.21: Desarrollo diagramático de las funciones de Green del pseudo-fermión y el
bosón manteniendo sólo los diagramas sin cruces.
La ventaja de descartar los diagramas con cruces se hará evidente en un
momento. Se puede observar en la Fig. A.21 que hay dos tipos de diagra-
mas. Hay diagramas donde aparece una estructura repetida que pueden ser
separados sin cortar un propagador a la mitad. Estos se llaman reducibles.
Por el contrario, los diagramas de que no pueden ser divididos sin cortar un
propagador se llaman irreducibles. La expansión diagramática de la fun-
ción de Green del pseudo-fermión en términos de diagramas irreducibles
se muestra en la Fig. A.22(a).
Como se muestra en la Fig. A.22(b), tomando un factor común adecuado
es posible reconocer el desarrollo de la función de Green del bosón vestido
(véase la Fig. A.21). Esto se llama resumación. Dentro de la NCA, es de-
cir, sin tener en cuenta los diagramas con cruces, es posible resumar todos
los diagramas irreducibles en una sola expresión compacta. Los diagramas
correspondientes se muestran en la Fig. A.22(c). La “burbuja” formada por
el propagador de los electrones de conducción y el propagador del bosón
vestido es la auto-energía irreducible de la NCA.
La ventaja de separar los diagramas en reducibles e irreducible es que
ahora todas las burbujas pueden ser reemplazadas por auto-energías irre-
ducibles. Estas burbujas incluyen todos los órdenes en perturbaciones. Esta
expansión se muestra en la Fig. A.23(a). La estructura del desarrollo es aho-
ra similar al caso del nivel resonante (véase la Fig. A.12). Como se muestra
en la Fig. A.23(b) tomando un factor común adecuado, se puede recupe-
rar al propagador del pseudo-fermión vestido. La función de Green para
el pseudo-fermión se puede calcular con una expresión diagramática muy
compacta: la ecuación de Dyson dentro de la NCA. El cálculo implica al
propagador del bosón vestido en la auto-energía.




























































Trabajando de forma análoga con el desarrollo diagramático para la fun-
ción de Green del bosón se encuentra el resultado mostrado en la Fig. A.21.
Se obtiene entonces un conjunto de ecuaciones de Dyson acopladas: el sis-
tema auto-consistente NCA. Este se muestra en la Fig. A.24.
A.6. Funciones de Green de no-equilibrio 
Figura A.24: Conjunto de ecuaciones de Dy-




Todos los detalles técnicos de la aproximación non-crossing se discuten
en el Apéndice B.
A.6. Funciones de Green de no-equilibrio
La teoría de perturbaciones tiene que ser re-examinada fuera de equili-
brio. Como se discutió en la Sec. A.1, una vez que el Hamiltoniano se separa
como H = H0 + V , uno de los puntos clave para calcular valores de ex-
pectación es la posibilidad de relacionar el estado fundamental exacto |ψ̂〉
con el estado fundamental no perturbado |ϕ0〉 por medio de una evolución
adiabática con el operador matriz S
|ψ̂(t)〉 = Ŝ(t,−∞)|ϕ0(0)〉.
Esto está garantizado por teorema de Gell-man y Low. La idea es que las
perturbaciones están apagadas en t → −∞ y el sistema está en el estado
fundamental de H0. Durante la evolución en el tiempo, la perturbación se
enciende adiabáticamente. Al tiempo t el sistema está en el estado funda-
mental de H .
En la otra dirección, si la evolución temporal se realiza desde el tiempo
t a t → ∞ y la perturbación es apagada adiabáticamente, es razonable su-
poner que el estado final, a menos de una fase, es una vez más el estado
fundamental de H0, |ϕ0(0)〉
ϕ0(0)e
iL = Ŝ(+∞, t)ψ̂(t).
Esto no puede garantizarse fuera del equilibrio. Durante el tiempo en
que la perturbación se enciende el sistema evoluciona pasando por un régi-
men transitorio a un régimen estacionario en el momento t. La evolución no
se puede rebobinar. No es posible invertir la dirección del tiempo y observar
el transitorio “hacia atrás”. Es la principal característica de un problema de
no equilibrio, existe una dirección para el tiempo. Este es un punto clave, ya
que no hay información sobre el estado del sistema a tiempos muy grandes
t→∞.
En el contexto de los problemas de transporte, el sistema se puede sepa-
rar en tres partes: dos reservorios de electrones correspondientes a la fuente
 A. La caja de herramientas de supervivencia
y el sumidero (o izquierdo y derecho), que están acoplados a un conductor
central. Las propiedades de transporte están determinadas principalmente
por el conductor central. En este caso, un tratamiento posible del problema
es dividir el Hamiltoniano como H = HC + HS/D + VMIX , donde HC des-
cribe al conductor central, HS/D la fuente y el sumidero y VMIX describe el
acoplamiento de las partes. Este último término se trata como una pertur-
bación. Cuando se aplica un voltaje, los reservorios de fuente y sumidero
tienen diferentes potenciales electro-químicos. Siguiendo la misma idea que
en equilibrio, a t→ −∞ la perturbación está apagada y, por lo tanto, los ca-
bles y el conductor central están desconectados. No hay corriente fluyendo
y el sistema está en el estado fundamental |ϕ0(0)〉. A medida que el sistema
evoluciona en el tiempo la perturbación se enciende adiabáticamente. Este
es un régimen transitorio. En el tiempo t el sistema alcanza un régimen es-
tacionario y hay una corriente establecida entre la fuente y el sumidero a
través del conductor central. Se puede considerar que el sistema está en el
estado fundamental deH , |ψ̂(t)〉. Para calcular los valores de expectación, es
necesario decir algo sobre el estado para tiempos grandes, con t→∞. Fuera
de equilibrio, este estado no se puede relacionar nuevamente con el estado
fundamental no perturbado. La corriente no fluye hacia atrás para recuperar
el estado inicial (es como un vaso de agua que cae sobre la mesa...).
Lo único que se puede saber con certeza es el estado en t → −∞. Sería









pero no está claro en absoluto lo que esta expresión significa realmente. En
particular, ¿ cuál es el ordenamiento temporal correcto ?.
Hay una forma inteligente de eludir este problema propuesta por Keldysh
[Keldysh, 1964]. El formalismo se llama el formalismo de Keldysh y la ven-
taja es que al final tiene más o menos la misma pinta que el caso de equili-
brio. La desventaja es que hay más propagadores y más diagramas!.
El contorno de Keldysh
Dado que el estado de referencia bien definido sólo está a t → −∞,
la evolución se puede hacer hasta el tiempo t y luego continuada hasta
+∞ con un operador matriz S ŜC1(+∞,−∞) y luego de vuelta a −∞ con
ŜC2(−∞,+∞). El punto importante para no perder de vista el ordenamiento
temporal es que estas evoluciones se realizan en un contorno en el tiempo
llamado contorno de Keldysh. Este se ilustra en la Fig. A.25. Hay dos ra-
mas, la rama superior C1, ordenada desde −∞ → ∞ y la rama inferior C2
ordenada desde +∞→ −∞.
Los puntos temporales en el contorno se llaman s. La orden temporal se
da siguiendo el recorrido del contorno. Si s1 está en la rama superior y s2
en la rama inferior, s1 es siempre previo a s2. La función de Green de no















donde TC es el operador de orden temporal en el contorno. El significado de
esto será más claro en un momento. De acuerdo a si s y s′ están en la rama
superior o inferior, hay cuatro posibles funciones de Green. Ellas se ilustran
en la Fig. A.26.
Figura A.26: Las
posibles funciones









Si s, s′ ∈ C1, la función de Green se llama ordenada temporal




donde T es el operador de ordenamiento temporal estándar.
Si la destrucción se produce antes de la creación, es decir, si s ∈ C1 y
s′ ∈ C2, la función de Green se llama menor




y no hay necesidad de ordenar el tiempo, t′ > t. Hay un cambio de
signo debido a la permutación de los operadores fermiónicos.
Si la creación es antes de la destrucción, es decir s ∈ C2 y s′ ∈ C1, la
función de Green se llama mayor




y aquí t > t′ es implícito.
Si s, s′ ∈ C2, la función de Green se llama anti-ordenada temporal




donde T̃ ordena lo operadores haciendo los tiempos mayores actuar
primero.
 A. La caja de herramientas de supervivencia
Funciones de Green retardadas y avanzadas
Además de estos cuatro propagadores, la función de Green retardada
se define como




donde {, } es el anti-conmutador. La función de Green avanzada se define
como




Las seis funciones de Green no son todas independientes. Hay relaciones
entre ellas. A partir de la definición, es claro que
(G> −G<)(t− t′) = (GT −GT̃ )(t− t′),
y también,
Gr(t− t′) = (GT −G<)(t− t′),
Ga(t− t′) = (GT −G>)(t− t′),
por ende
Gr(t− t′) = −θ(t− t′)(G< −G>)(t− t′),
Ga(t− t′) = −θ(t′ − t)(G> −G<)(t− t′).
Las funciones de Green retardadas y avanzados están conectadas a las
menores y mayores por la relación
(Gr −Ga)(t− t′) = (G> −G<)(t− t′), (A.45)
que es muy útil. Se puede demostrar que sólo tres propagadores son inde-
pendientes.
Teoría de perturbaciones de no-equilibrio
Una vez que el ordenamiento temporal está bien establecido en el con-
torno de Keldysh, el valor de expectación en el estado fundamental exacto
puede ser relacionado con el estado fundamental no perturbado y, por tan-


















ds2 . . .
∫
dsn TC V̂ (s1) . . . V̂ (sn), (A.47)
A.6. Funciones de Green de no-equilibrio 
donde los tiempos internos s1, · · · , sn viven en el contorno de Keldysh. Es
muy interesante observar que para cada uno de los posibles propagadores
hay una contribución de los demás.
Como un ejemplo, la función de Green menor se puede desarrollar en
serie








ds2 . . .
∫
dsn
〈TC ĉ†j(t′)V̂ (s1) . . . V̂ (sn)ĉi(t)〉0
〈ŜC(−∞,−∞)〉0
,
donde está implícito que t está en la rama superior (primero destruir) y t′ en
la rama inferior (luego crear), por lo que t′ > t. Los tiempos internos viven
en el contorno. En el orden cero,
g<i,j(t− t′) ≡ G
<(0)




es la función de Green menor no perturbada, indicada con letra minúscula
g.
A primer orden, analizando sólo el numerador
G
<(1)
i,j (t− t′) ∼ i(−i)
∫
ds1 〈TC ĉ†j(t′)V̂ (s1)ĉi(t)〉0,
e incluso sin una forma explícita de V , se puede notar que s1 puede estar en
la rama superior o inferior. Como se muestra en la Fig. A.27, para este único
vértice, hay dos posibilidades.
Figura A.27: Los posibles
diagramas en el desarrollo
de las funciones de Green
menores a primer orden en
perturbaciones con un V
arbitrario. El tiempo in-
terno puede estar en la (a)















Con el fin de avanzar un poco más con el ejemplo, una expresión ex-
plícita para la perturbación puede ser considerada V = Vλ1,λ2c
†
λ1










Este valor de expectación se puede calcular usando el teorema de Wick, es
decir, sumando todas las posibles contracciones de pares ordenados tempo-
ralmente en el contorno. Al igual que antes, todas las contracciones con un
factor de 〈ĉ†j(t′)ĉi(t)〉0 conducen a diagramas desconectados que cancelan el
 A. La caja de herramientas de supervivencia
denominador. Manteniendo sólo los diagramas conectados, (a) si s1 ∈ C1,
s1 → t1, con t1 ∈ (−∞,∞),
G
<(1a)

















(t1 − t′)gTi,λ1(t− t1).
Como en equilibrio, la serie diagramática se puede construir usando los pro-
pagadores no perturbados como bloques de construcción.
(b) Si s1 ∈ C2, s1 → t1, con t1 ∈ (+∞,−∞)
G
<(1b)

















(t1 − t′)g<i,λ1(t− t1).
Aquí hay un cambio de signo al invertir los límites de integración.
El punto importante es que para cada vértice, hay dos posiciones posi-
bles en el contorno que conducen en este caso a dos posibles diagramas. El
primer orden para la función de Green menor da,
G
<(1)













Es claro cómo continúa el procedimiento. A segundo orden,
G
<(2)






ds2 〈TC ĉ†j(t′)V̂ (s1)V̂ (s2)ĉi(t)〉0, (connected)
ahora hay dos tiempos internos en el contorno s1 y s2. Cada uno puede estar
o bien en la parte superior o en la rama inferior, dando lugar a 4 posibilida-
des de los vértices. El cambio de los tiempos internos conduce a diagramas
equivalentes. Este factor cancela el n! en el desarrollo en serie. La expansión
diagramática de las funciones de Green puede hacerse considerando sólo
los diagramas conectados y topológicamente diferentes





ds1 · · ·
∫
dsn 〈TC ĉ†j(t′)V̂ (s1) · · · V̂ (sn)ĉi(t)〉0.
(A.48)
El resultado en el segundo orden se muestra en la Fig. A.28.
En la Fig. A.28(a) s1 y s2 están ambos en la rama inferior. El diagrama
está formado por dos funciones de Green anti-ordenadas y una menor. En
A.6. Funciones de Green de no-equilibrio 
Figura A.28: Los posibles
diagramas conectados en
desarrollo de las funciones
de Green menores a segun-
do orden en perturbacio-
nes. Las cuatro posibilida-
des (a)-(d) para los tiempos
a lo largo del contorno.
t ’
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la Fig. A.28(b) s1 está en la rama inferior y s2 está en la rama superior. El
diagrama está formado por una función de Green ordenada, una menor y
una anti-ordenada. En la Fig. A.28(c) s1 está en la rama superior y s2 en la
rama inferior. El diagrama está formado por dos funciones de Green menor
y una mayor. Finalmente, en la Fig. A.28(d) ambos tiempos internos están
en la rama superior y el diagrama está formado por dos funciones de Green
ordenadas y una menor.
Es de destacar que todo los propagadores toman parte en el desarrollo.
Las cuatro contribuciones se muestran en la Fig. A.28
G
<(2a)





































puede escribirse en términos de las funciones de Green no perturbadas
G
<(2a)


























La ecuación de Dyson de no equilibrio
Hay una alternativa para llevar a cabo el desarrollo de una manera muy
compacta y pictórica. Si la rama superior se llama + y la rama inferior se
llama −, a continuación,
GT ≡ G++ ; G< ≡ G−+ ; G> ≡ G+− ; GT̃ ≡ G−−.
A partir del ejemplo, es evidente que el cálculo de uno de estos propa-
 A. La caja de herramientas de supervivencia
gadores va como










g−−g−−g−−g−+ + g−−g−−g−+g++ + g−−g−+g+−g−+
+g−−g−+g++g++ + g−+g+−g−−g−+ + g−+g+−g−+g++
+g−+g++g+−g−+ + g−+g++g++g++
)
+ · · ·
donde tomando un factor común g−− y g−+,


















g+−g−−g−+ + g+−g−+g++ + g++g+−g−+ + g++g++g++
)]
+ · · ·
los propagadores vestidos pueden ser recuperados
G−+ = g−+ + g−−V G−+ + g−+V G++.
Este es la ecuación de Dyson de no equilibrio. En contraste con la situa-
ción de equilibrio, hay cuatro propagadores y la ecuación de Dyson es como
una matriz. En un caso más general, la ecuación de Dyson para el desarrollo
perturbativo se puede expresar como
G−+ = g−+ + g−−Σ−−G−+ + g−−Σ−+G++ + g−+Σ+−G−+ + g−+Σ++G++


























la ecuación de Dyson de no equilibrio resulta
G = g + gΣG, (A.49)
y un elemento en particular, G−+ = g−+ + (gΣG)−+.
En el ejemplo la auto-energía es muy simple, es un solo una auto-energía
de un cuerpo Σ(one) que tiene la forma matricial Σ = V I, donde I es la matriz
identidad 2×2.
El teorema de Langreth
La ecuación de Dyson de no-equilibrio se puede expresar en el contorno
Keldysh,









ds2 g(s, s1)Σ(s1, s2)G(s2, s
′). (A.50)
A.7. Ejemplo: El cálculo de la corriente 
Hay un teorema muy útil de Langreth [Langreth, 1967] que permite tratar
a estos productos de una manera simple. La demostración no se da aquí.
El resultado puede ser tomado como una receta para traducir un diagrama
del contorno a las variables en tiempo real. Para un producto matricial D =
ABC, el teorema indica que
D< = ArBrC< + ArB<Ca + A<BaCa, (A.51)
en términos de las funciones de Green retardadas y avanzadas. Esto tiene










Además, a partir del teorema
Dr = ArBrCr, (A.52)











por lo tanto las funciones de Green retardadas y avanzadas satisfacen ecua-
ciones de Dyson estándar.
A.7. Ejemplo: El cálculo de la corriente
He optado por presentar la derivación de la fórmula de Meir y Wingreen
para la corriente en sistemas mesoscópicos [Meir and Wingreen, 1992] co-
mo un ejemplo para el empleo de todas estas técnicas de no equilibrio. En
el contexto de los problemas de transporte, una expresión general para la
corriente que es válida en la presencia de regiones interactuantes se puede
derivar en términos de funciones de Green de no equilibrio.
El Hamiltoniano
Con el fin de describir las propiedades de transporte, el sistema se puede
separar en varias partes: dos reservorios de electrones (izquierda y derecha
o fuente y sumidero) y un conductor central acoplado a estos reservorios a
través de cables conductores. Puede ser descrito con el Hamiltoniano
H = HL +HR +HC +HMIX ,
donde Hν representa los cables a izquierda (ν = L) y derecha ν = R, HC
es el Hamiltoniano que describe al conductor central y HMIX representa el



















 A. La caja de herramientas de supervivencia
donde εk,ν,σ = εk,σ − µν y los operadores c†kνσ (ckνσ) representan la creación
(destrucción) de un electrón con momento k y espín σ en el cable ν. El con-
ductor central se describe en términos de un conjunto completo y ortonor-
mal de operadores {d†n, dn}. Finalmente Vkνnσ es el coeficiente de acopla-
miento relacionado con la tasa a la que electrones entran o salen del con-
ductor central desde o hacia los cables.
La corriente
La corriente que fluye desde el cable a la izquierda al conductor central








































que viene dada por los valores de expectación: 〈c†kLσdn〉 y 〈d†nckLσ〉. A partir
de la introducción previa de la Sec. A.6, se puede reconocer que se trata de





′) = i〈d†n(t)ckLσ(t)〉, (A.53)



























El cálculo de las propiedades de transporte es un problema de no equi-
librio. El acoplamiento puede ser tomado como una perturbación. En au-
sencia de acoplamiento, el sistema está en un estado no perturbado con los
A.7. Ejemplo: El cálculo de la corriente 
reservorios y el conductor central desconectados. No hay corriente aunque
los reservorios tengan eventualmente diferente potencial electroquímico.
Cuando las perturbaciones se encienden adiabáticamente hay un régimen
transitorio y, finalmente, una corriente estacionaria se establece fluyendo de
izquierda a derecha a través del conductor central. La corriente depende de
las tasas de entrada y salida del conductor central. Estas tasas se dan en
términos de funciones de Green.
Las funciones de Green de la Ec. (A.53) se pueden expresar en términos
de las propiedades del conductor central y el acoplamiento a los cables. Esto
se hace con la ayuda de la teoría de perturbaciones fuera de equilibrio.
La ecuación de Dyson diagramática



















y H1 es tratado como una perturbación. La función de Green
G<kLσ,n(t) = i〈d†n(0)ckLσ(t)〉,






ds1 · · ·
∫
dsn 〈TC d̂†n(0)Ĥ1(s1) · · · Ĥ1(sn)ckLσ(t)〉0,
teniendo en cuenta sólo los diagramas conectados y topológicamente dife-
rentes. En vez de ir hacia adelante con el cálculo de no equilibrio, se puede
derivar una ecuación de Dyson de equilibrio y luego traducirla al contorno
de Keldysh. La expansión diagramática para la función de Green se muestra
en la Fig. A.29.
Figura A.29: Desarrollo
diagramático en equilibrio
para la función de Green
G<kLσ,n considerando sólo
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La función de Green G<kLσ,n se representa con una doble línea ondulada.
La función de Green desnuda para los electrones de conducción se repre-
senta con una flecha de línea discontinua y para el conductor central con
una flecha de línea continua. Los vértices se pueden construir a partir de la





 A. La caja de herramientas de supervivencia
describen procesos n→ k y k → n, es decir, desde el conductor central a los
cables y al contrario.
Dado que en H0 no hay acoplamiento entre el conductor central y los ca-
bles, la función de Green no perturbada dada por la contracción 〈d†n(0)ckLσ(t)〉0
es cero. Además, todos los órdenes pares son cero. Es posible factorizar el
desarrollo diagramático para terminar con una expresión compacta como se
muestra en la Fig. A.30. La función de Green vestida se puede calcular en
términos del propagador de los electrones de conducción y el propagador
vestido del conductor central (línea continua doble).
Figura A.30: Expresión compacta
para el desarrollo diagramático en
equilibrio de G<kLσ,n.
=
n m kkn k
La traducción al contorno de Keldysh se puede realizar teniendo en
cuenta que el vértice puede estar tanto en la parte superior como en la rama












Figura A.31: Expresión diagramática en el contorno de Keldysh.
La expresión analítica
La expresión analítica de los diagramas se puede encontrar teniendo en

































A.7. Ejemplo: El cálculo de la corriente 




−∞. Estas dos contri-












kLσ,k′ν′σ′(t− t1)− g<m,n(t1)gTkLσ,k′ν′σ′(t− t1)
]
,












kLσ(t− t1)− g<m,n(t1)gTkLσ(t− t1)
]
.
La expresión analítica de los diagramas de la Fig. A.31 puede obtenerse

























La otra función de Green que se necesita para calcular la corriente en la Ec.











Las funciones de Green ordenada y anti-ordenadas temporales pueden
ser relacionadas con las funciones de Green avanzadas y retardadas por me-
dio de las propiedades discutidas en la Sec. A.6 entre los propagadores de


















r +G<]n,m (ω)− [g





Al final del análisis perturbativo, las funciones de Green de la Ec. (A.53)
que son necesarias para el cálculo de la corriente se escriben en términos
de un propagador de los electrones de conducción y un propagador vestido
para el conductor central. Este propagador puede ser muy difícil de encon-
trar en un problema interactuante. Utilizando estas funciones de Green en

















−G<n,m [grkLσ − gakLσ]
)
.
 A. La caja de herramientas de supervivencia
La corriente: expresión final
Una mayor simplificación en la fórmula para la corriente se puede lograr
teniendo en cuenta que los propagadores desnudos para los electrones de
conducción están relacionados con las propiedades de los reservorios:
g<kLσ(ω) = 2πi fL(ω)δ(ω − εk),
(grkLσ − gakLσ) (ω) = −2πi ρkLσ(ω),
donde fL(ω) es la distribución de Fermi del reservorio izquierdo y ρkLσ(ω) =
δ(ω − εk) es la densidad de estados por espín e impulso de los electro-
nes de conducción. El acoplamiento se puede escribir como VkLnσV ∗kLmσ =
VLnσ(ω)V
∗



















que es básicamente el resultado obtenido por Meir y Wingreen.
El acoplamiento al reservorio se puede condensar en una función lla-
mada matriz de hibridación Γν . Si la etiqueta n para el conductor central





















que es una expresión general para calcular la corriente fuera de equilibrio, a
temperatura finita y en sistemas que interactúan. Puesto que la corriente se
conserva, I = IL−IR
2





















La corriente depende del acoplamiento entre el conductor central y los
cables a través de la matriz de hibridación Γνn,m. Pero las propiedades de
transporte están dadas principalmente por el conductor central. Las pro-
piedades de este conductor determinan las funciones de Green retardadas,
avanzadas y menores. La diferencia Grn,m−Gan,m es proporcional a la densi-
dad de estados del conductor y G<n,m está relacionada con la ocupación del
conductor. Dependiendo del Hamiltoniano HC , estas funciones de Green
tienen que ser encontrada en presencia de los cables.
A.8. La corriente en un conductor no interactuante 
A.8. La corriente en un conductor no interactuan-
te
Como caso particular, la corriente se puede obtener para un conductor












donde los operadores d†n describen los niveles de energía En del conductor,
n indica también el estado de espín. El problema es muy similar al del nivel
resonante discutido en la Sec. A.3. Los diagramas correspondientes al pro-
pagador no perturbado para el electrón de conducción y para el conductor















Figura A.32: Representación diagramática de los (a) propagadores desnudos y (b) los vér-
tices.
En equilibrio, el desarrollo diagramático para la función de Green Gn,m
es como en el problema del nivel resonante mostrado en la Fig. A.12. La
ecuación de Dyson diagramática se muestra en la Fig. A.33.
= +
Figura A.33: Ecuación de Dyson para el problema no interactuante.
La expresión analítica es




donde Σm′,m es la auto-energía. De acuerdo con el teorema de Langreth (ver








































 A. La caja de herramientas de supervivencia
En términos del lenguaje matricial (en el índice m′,m),
G< = g< + g<ΣaGa + grΣ<Ga + grΣrG<.
Esta expresión puede ser reorganizada para señalar que después de una
iteración (sustituyendo G< por g< + g<ΣaGa + grΣ<Ga en el último tér-
mino),
G< = g< + g<ΣaGa + grΣ<Ga
+ grΣrg< + grΣrg<ΣaGa + grΣrgrΣ<Ga + grΣrgrΣrG<
= (1 + Σrgr)g<(1 + ΣaGa) + (gr + grΣrgr)Σ<Ga + grΣrgrΣrG<,
Por lo tanto, se puede inferir el resultado de las iteraciones sucesivas
G< = (1 + ΣrGr)g<(1 + ΣaGa) + GrΣ<Ga.
Se puede demostrar que si el estado no perturbado es no interactuante, en
el estado estacionario el término proporcional a g< se anula. La componente
menor se puede expresar en una forma muy compacta,
G< = GrΣ<Ga, (A.58)
y lo mismo vale para las mayores cambiando <→ >.
Con el fin de resumir, para el cálculo de la corriente, las funciones de
Green retardada, avanzada y menor son necesarias. El problema se reduce
al cálculo de tres auto-energías: la avanzada, la retardada y las menores. Los
diagramas de auto-energía se muestran en la Fig. A.34.
Figura A.34: Auto-energía (a) re-
tardada y (b) menor para el problema
no interactuante. (a)
(b)
























La parte real de la auto-energía ΣRr,am′,m renormaliza la energía del nivel. Para





































La auto-energía menor se puede calcular de la forma del diagrama de la





















La auto-energía mayor se puede encontrar de forma similar teniendo en





Las auto-energías avanzados, retardadas, menores y mayores se han cal-
culado. Usando la relación de la Ec. (A.45), Gr−Ga = G>−G< y el resultado
de la Ec. (A.58),





Esta relación y la auto-energía menor de la Ec. (A.60) se pueden introdu-





































− ΓLn,m(ω)fR(ω)(GrΓRGa)n,m − ΓRn,m(ω)fL(ω)(GrΓLGa)n,m
}
,
 A. La caja de herramientas de supervivencia





















dω(fL(ω)− fR(ω)) Tr(GaΓRGrΓL) . (A.63)

























En la Sec. A.5 del Apéndice A se presenta una derivación diagramáti-
ca de la aproximación non-crossing (NCA). La derivación se trató como un
ejemplo del empleo de la teoría de perturbaciones a temperatura finita como
se explica en la Sec. A.4. Dejé todos los detalles técnicos para este apéndice
separado. Aquí se derivan las expresiones analíticas, se obtiene el propaga-
dor físico a partir de los de las partículas auxiliares y se discute la proyección
sobre el subespacio de Q = 1.
B.1. El Hamiltoniano y las expresiones diagramá-
ticas
La NCA es una aproximación para resolver el modelo de Anderson. Co-

























se reescribe en términos de partículas auxiliares por medio de la identifica-
ción {
|0〉 → b†|vac〉
|σ〉 → f †σ|vac〉,
donde f †σ es el operador del pseudo-fermión y b† es el bosón vacío; |vac〉 es




f †σfσ = 1,
se introduce para asegurar la repulsión de Coulomb infinita. En este límite,
la doble ocupación está prohibida y |0〉, |σ〉 son las ocupaciones relevantes.
Esto se tiene en cuenta a través de un multiplicador de Lagrange K = H +























 B. La aproximación non-crossing
donde K1 es tratado como una perturbación. El desarrollo diagramático pa-
ra las funciones de Green del pseudo-fermión (flecha de doble línea conti-
nua) y del bosón (doble línea ondulada) conduce al conjunto de ecuaciones
auto-consistentes que se muestran en la Fig. B.1. Estas son las ecuaciones de
tipo Dyson donde la auto-energía del bosón depende de la función de Green
vestida del pseudo-fermión y la función de Green del pseudo-fermión de-
pende a su vez del propagador del bosón vestido.
Figura B.1: Ecuaciones diagramáticas NCA
para las funciones de Green del pseudo-
fermión y el bosón.
= +
= +
Presento ahora los detalles de la traducción de estos diagramas para ob-
tener una expresión analítica. En el dominio espectral, para la partícula au-
xiliar a (= b, σ), hay una función de Green Gλa(ω), donde λ está ahí para
recordar el hecho de que estas funciones de Green se evalúan en el ensam-
ble gran canónico con un número arbitrario de partículas en la impureza. En
la Sec. B.4 los detalles de la proyección en el espacio con Q = 1 se discuten.
La ecuación de Dyson se puede escribir como
Gλa(ω) =
1
ω − εa − λ− Σλa(ω)
, (B.1)
donde εb = 0, εσ = Ed y Σλa es la auto-energía de la partícula auxiliar a.
B.2. Expresiones analíticas
Las expresiones analíticas para los diagramas de la Fig. B.1 se derivan en
el dominio de frecuencia.
La auto-energía del bosón
El diagrama de auto-energía para el bosón se muestra en la Fig. B.2.
Hay dos propagadores involucrados en esta “diagrama burbuja”: el pro-
pagador de los electrones de conducción G0kσ y el propagador vestido del
pseudo-fermión Gλσ. La traducción se puede hacer como sigue:
B.2. Expresiones analíticas 
Figura B.2: Auto-energía del bosón. Hay dos propa-
gadores: la flecha de doble línea continua (línea simple
discontinua) corresponde a la función de Green vestida
del pseudo-fermión (a la función de Green desnuda de
los electrones de conducción); y dos vértices.
=
b
1- Los propagadores se identifican con el índice adecuado: el pseudo-




2- Hay un Vkσ o V ∗kσ por cada vértice. Energía, impulso y espín deben ser
conservadas en cada vértice.
|Vkσ|2Gλσ()G0kσ(),
3- La auto-energía es una función de iωn, esto es fijo. Si el electrón de
conducción tiene una parte de la energía iνn, entonces la energía del
pseudo-fermión está fijada por la conservación (tiene que ser compa-
tible en el vértice de acuerdo con la dirección de los propagadores).
|Vkσ|2Gλσ(iωn + iνn)G0kσ(iνn),












proviene de la suma sobre frecuencias imaginarias en la Ec.
(A.21).
5- Hay un factor (−1)m+F , donde F es el número de bucles fermiónicos
y m
para bosones, es la mitad del número de vértices











|Vkσ|2Gλσ(iωn + iνn)G0kσ(iνn), (B.2)
Hay una técnica para hacer la suma sobre iνn. Esto se llama una suma de
Matsubara. Teniendo en cuenta que el propagador desnudo del electrón de





 B. La aproximación non-crossing
y utilizando la representación espectral de la función de Green del pseudo-






































es la suma de Matsubara en la frecuencia fermiónica iνn. Esta suma se puede
hacer en el plano complejo. Para este fin, se introduce la función auxiliar en
la variable compleja z
h(z) =
f(z)




donde f(z) = [eβz +1]−1 es la función de distribución de Fermi. Esta función
tiene polos cuando eβz = −1, es decir, por zn = (2n+ 1)π/β. La función h(z)
también tiene polos simples en zω = −iωn+x y zk = εk. Con excepción de un
número infinito de polos, h(z) es analítica en el plano complejo. Por tanto∮




donde la suma es sobre todos los residuos. Los residuos en los polos de las
funciones de Fermi pueden ser calculados como
ĺım
z→zn


















mientras que los otros dos residuos son
ĺım
z→zω
h(z)(z − zω) = f(zω)
1
zω − εk
= f(−iωn + x)
1




h(z)(z − zk) = f(zk)
1
iωn + zk − x
= f(εk)
1
iωn + εk − x
.











−iωn + x− εk
+
f(εk)
iωn + εk − x
,
B.2. Expresiones analíticas 
que es la suma que se necesita recordando que zn = (2n + 1)π/β ya que
corresponde a una frecuencia fermiónica. Por ende
S =
f(x− iωn)
x− iωn − εk
+
f(εk)
εk + iωn − x
,
es el resultado de la suma del Matsubara. Usando esto en la Ec. (B.2), y










εk + iωn − x
− f(x)
εk + iωn − x
]
donde el segundo término se anula en el límite de λ → ∞, cuando se rea-
liza la proyección al espacio físico Q = 1 (ver Sec. B.4 para más detalles).














dx ∆(x)f(x)Gλσ(x+ iωn) , (B.3)
que es la expresión para la auto-energía del bosón en NCA.
Auto-energía del pseudo-fermión
El diagrama burbuja de la auto-energía del pseudo-fermión se muestra
en la Fig. B.3.
Figura B.3: Auto-energía del pseudo-fermión. Hay dos
propagadores: el de línea doble ondulada (flecha con lí-
nea simple de trazos) corresponde a la función de Green
vestida del bosón vacío (a la función de Green desnuda
de los electrones de conducción); y dos vértices.
=
En el diagrama hay dos propagadores: uno que corresponde a los elec-
trones de conducción G0kσ y uno para el bosón vestido G
λ
b . Siguiendo el mis-
mo procedimiento que antes:
1- Indexación: Gλb ()G
0
kσ(),
2- Multiplicación por el valor del acoplamiento del vértice |Vkσ|2Gλb ()G0kσ(),
3- Asignación de los argumentos de frecuencia: |Vkσ|2Gλb (iωn−iνn)G0kσ(iνn),
 B. La aproximación non-crossing







|Vkσ|2Gλb (iωn − iνn)G0kσ(iνn),
5- Multiplicación por el factor (−1)m+F (= −1 en este caso, ya que hay








|Vkσ|2Gλb (iωn − iνn)G0kσ(iνn).





































εk − iωn + x
+
f(iωn − x)
iωn − x− εk
,
pero ahora iωn es una frecuencia fermiónica. Por lo tanto, f(iωn − x) = 1 +
b(x), donde b(x) = [eβx− 1]−1 es la función de distribución de Bose-Einstein.
La suma de Matsubara resulta
S =
1
iωn − x− εk
− f(εk)
iωn − εk − x
+
b(x)
iωn − x− εk
,
donde el último término desaparece cuando de realiza la proyección. Inser-
tando este resultado en la Ec. (B.4) y recuperando de nuevo la función de




|Vkσ|2Gλb (iωn − x)(1− f(εk)).






dx ∆(x)(1− f(x))Gλb (iωn − x) . (B.5)
Se puede señalar que en contraste con la auto-energía para el bosón en
la Ec. (B.3), no hay suma sobre el espín aquí. La combinación de la Ec. (B.1)
con las Ecs. (B.3) y (B.5) forma el sistema de auto-consistente de la NCA.
B.3. La función de Green física 
B.3. La función de Green física
La aproximación non-crossing se utiliza para resolver el modelo de An-
derson para el problema de la impureza. El punto de partida de la aproxima-
ción es la introducción de partículas auxiliares. El Hamiltoniano se reescribe
en términos de partículas auxiliares y las funciones de Green se obtienen de
un conjunto de ecuaciones diagramáticas auto-consistentes. Sin embargo,
debe tenerse en cuenta que las propiedades físicas no dependen directa-
mente de las partículas auxiliares pero de la “función de Green física”
Gλdσ(τ) = −〈Tτdσ(τ)d†σ(0)〉. (B.6)
Esta función de Green también se puede escribir en términos del bosón
y el pseudo-fermión
Gλdσ(τ) = −〈Tτb†(τ)fσ(τ)f †σ(0)b(0)〉, (B.7)
y calcularse perturbativamente como
Gλdσ(τ) = −
〈Tτ Û(β, 0)b̂†(τ)f̂σ(τ)f̂ †σ(0)b̂(0)〉0
〈Û(β, 0)〉0
. (B.8)









y la aplicación del teorema de Wick conduce a
G
λ(0)
dσ (τ) = −〈Tτ b̂
†(τ)b̂(0)〉0〈Tτ f̂σ(τ)f̂ †σ(0)〉0.
La función de Green física lleva la información del bosón y el pseudo-
fermión, es una especie de convolución. Se representa en la Fig. B.4. Los
puntos vacíos no son vértices, pero sólo los puntos de creación y destrucción
de estas partículas auxiliares.
Figura B.4: Función de Green física calcula-
da a orden cero en términos de las partículas
auxiliares. 0
No hay contribuciones con un número impar de vértices. En el siguiente
orden no trivial, n = 2, hay varias posibilidades, como se muestra en la Fig.
B.5. Los operadores de Û(β, 0) pueden ser:
(a) contraídos con b̂†(τ) y b̂(0),
(b) contraídos con f̂ †σ(τ) y f̂σ(0),
 B. La aproximación non-crossing
Figura B.5: Posibles diagramas pa-




Figura B.6: Función de Green física vestida
calculada en términos de las partículas auxi-
liares. 0
(c) o uno contraído con b̂†(τ) y f̂ †σ(τ); y el otro con b̂(0) y f̂σ(0).
Los órdenes sucesivos aplicados como en el caso (a) o (b) conducen a los
propagadores vestidos para las partículas auxiliares como se muestra en la
Fig. B.6.
Como se muestra en la Fig. B.7(a) cuando se consideran varios órdenes
en perturbaciones, se hace evidente que los diagramas como (c) son parte de
una corrección del propagador para los electrones de conducción. Como ya
se ha mencionado, esta corrección se anula cuando se realiza la proyección
en el espacio con Q = 1. Los electrones de conducción no están vestidos
dentro de la NCA. Existen otros diagramas posibles, como la que se mues-
tra en la Fig. B.7(b), que son diagramas con cruces no considerados en la
aproximación.
Figura B.7: (a) Corrección del pro-
pagador de los electrones de conduc-





La función de Green física que se muestra en la Fig. B.6, es por lo tanto
Gλdσ(τ)
NCA
= −〈Tτb†(τ)b(0)〉〈Tτfσ(τ)f †σ(0)〉, (B.9)
lo que muestra explícitamente que dentro de la NCA no hay correlaciones
entre el bosón y el pseudo-fermión.
Siguiendo el mismo procedimiento que se utiliza para escribir las ex-
presiones analíticas de las auto-energías, la traducción del diagrama de la









donde iωn es una frecuencia fermiónica y iqn es una frecuencia bosónica.
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Utilizando una función auxiliar en la complejo variable z, g(z) = b(z)
(iqn+iωn−x)(iqn−y) ,
donde b(x) es la función de distribución de Bose, se puede encontrar
S =
−f(x)
x− y − iωn
+
b(y)
















y − x+ iωn
















σ(x+ iωn)− f(x)ρλσ(x)Gλb (x− iωn)
]
, (B.10)
B.4. La proyección en el espacio de Q = 1
Dentro de la NCA, la condición de repulsión de Coulomb infinita se
mantiene mediante la imposición de una restricción sobre el número total




f †σfσ = 1.
Esta restricción se tiene en cuenta con un multiplicador de Lagrange λ co-
mo K = H + λQ. Las cantidades físicas relevantes son aquellas para los
cuales Q = 1. La derivación diagramática de las ecuaciones de la NCA se ha
hecho sin ninguna restricción en el número de partículas, como en un caso
con potencial químico cero, donde el número de partículas es arbitrario. En
algunas ocasiones, sin embargo, se indicó explícitamente que ciertos térmi-
nos se anularían al tomar el límite y no se han incluído para simplificar las
expresiones. En una primera instancia, durante la derivación de las ecua-
ciones diagramáticas en la Sec. A.5 se mencionó que el propagador de los
electrones de conducción en no viste dentro de la NCA. Este hecho reduce el
número de diagramas a ser considerados. Se argumentó que la auto-energía
para los electrones de conducción se anula cuando se realiza la proyección
en el subespacio con Q = 1. En una segunda instancia, en la derivación de
 B. La aproximación non-crossing
las expresiones analíticas de las auto-energías en la Sec. B.2 algunas con-
tribuciones no se tuvieron en cuenta con el mismo argumento. Todos estos
diagramas y contribuciones pueden mantenerse hasta el final de los cálcu-
los, pero no tiene sentido, ya que representan procesos que no son “físicos”.
Presento ahora una manera que permite realizar la proyección en el espacio
de Q = 1.
El truco de Abrikosov














es la gran función de partición. Escribiendo explíci-














donde ζ = e−βλ es la fugacidad. El numerador y el denominador pueden
















El valor de expectación del numerador es
ZG〈AQ〉G = e−βλZ1〈A〉1 + 2e−βλ2Z2〈A〉2 + · · · ,
donde 〈 〉Q es el valor de expectación en el espacio con Q partículas. El
denominador es





Z1〈A〉1 + 2e−βλZ2〈A〉2 + · · ·
Z1 + 2e−βλZ2 + · · ·
,






Esta expresión se puede simplificar aún más notando que el valor de expec-
tación 〈A〉G es
ZG〈A〉G = Z0〈A〉0 + e−βλZ1〈A〉1 + e−βλ2Z2〈A〉2 + · · · ,
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y las propiedades físicas se pueden obtener tomando el límite λ → ∞ en
las expresiones calculadas en el ensamble gran canónico, con un número






es la expresión apropiada para la función de Green física. Depende de las
funciones de Green para las partículas auxiliares. Para calcular el límite, se
debe demostrar que el límite para estas funciones de Green y también el
límite del denominador están bien definidos.
La representación Lehmann
Para investigar el efecto del límite es conveniente trabajar con la repre-
sentación de la Lehmann introducida en la Sec. A.4. Para la partícula auxiliar
a,
Gλa(τ) = −〈Tτa(τ)a†(0)〉G,
que para τ > 0 es











. Introduciendo una base {|q〉} de estados propios de K
con un número arbitrario de partículas,













e[iωn+λ(Qq−Qq′ )+(Eq−Eq′ )]β − 1
iωn + λ(Qq −Qq′) + Eq − Eq′
〈q|a|q′〉〈q′|a†|q〉.
Dado que iω puede ser bosónica o fermiónica, eβiω = ±1, con + (−) para







e−(λQq+Eq)β − (±)e−(λQq′+Eq′ )β
iωn + λ(Qq −Qq′) + Eq − Eq′
〈q|a|q′〉〈q′|a†|q〉.
 B. La aproximación non-crossing
El límite λ→∞ para las funciones de Green
Los estados |q〉 y |q′〉 en la representación de Lehmann no pueden diferir






e−(λQq+Eq)β − (±)e−(λQq+λ+Eq′ )β
iωn − λ+ Eq − Eq′
|〈q|a|q′〉|2δ(Qq′ −Qq − 1).







e−(λQq+Eq)β − (±)e−(λQq+λ+Eq′ )β
iωn + Eq − Eq′
|〈q|a|q′〉|2δ(Qq′−Qq−1),
y el límite es sencillo porque los términos que sobreviven son los que tienen











iωn + Eα − Eα′
|〈α|a|α′〉|2,
donde fue utilizado también el hecho de que ĺımλ→∞ ZG = Z0. El límite
existe y es finito. La función de Green proyectada se puede definir como
Ga(iωn) ≡ ĺım
λ→∞
Gλa(iωn + λ). (B.12)
Prolongación analítica y densidad de estados
Como se discutió en la Sec. A.4, la función de Green retardada puede ser
recuperada de la función de Green de Matsubara mediante la sustitución de
iωn → ω + iη con η un infinitesimal positivo, Gra(ω) = ĺımη→0+ Ga(ω + iη). A
su vez, la densidad de estados puede obtenerse tomando la parte imaginaria
de la función de Green retardada ρa(ω) = −1π G
Ir








e−(λQq+Eq)β − (±)e−(λQq+λ+Eq′ )β
ω + iη − λ+ Eq − Eq′
|〈q|a|q′〉|2δ(Qq′ −Qq − 1),














(e−(λQq+Eq)β − (±)e−(λQq+λ+Eq′ )β)δ(ω + Eq − Eq′)|〈q|a|q′〉|2δQq′ ,Qq+1.
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Tomando el límite λ→∞
ĺım
λ→∞





e−βEαδ(ω + Eα − Eα′)|〈α|a|α′〉|2,
que se define como la densidad de estados proyectada
ρa(ω) ≡ ĺım
λ→∞
ρλa(ω + λ). (B.13)
El límite para el operador Q
El valor de expectación del operador Q,




se puede calcular teniendo en cuenta que las funciones de Green cuando
τ = τ ′ satisfacen
Gλa(0) = −〈Tτ (a(τ)a†(τ)〉G = ±〈a†(τ)a(τ)〉G,
donde + es para fermiones y − para bosones. Por consiguiente,




En lugar de calcular Gλa(0), es conveniente determinar Gλa(η) con η → 0.





























donde el signo es + (−) y ga es la función de distribución de Fermi (Bose)
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que es la función de partición Z1.
El límite para el propagador físico
A fin de obtener la función de Green física proyectada es conveniente















σ(x+ iωn)− f(x)ρλσ(x)Gλb (x− iωn)
]
.














b (x+ λ− iωn)
]
,






dxe−βx [ρb(x)Gσ(x+ iωn)− ρσ(x)Gb(x− iωn)] ,





dxe−βx [ρb(x)Gσ(x+ iωn)− ρσ(x)Gb(x− iωn)] . (B.15)
La densidad de estados física









σ(x+ ω + iη)− ρσ(x)Grb(x− ω − iη)] ,
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dxe−βx [ρb(x)ρσ(x+ ω)− ρσ(x)ρb(x− ω)] . (B.17)
APÉNDICE C
NCA fuera de equilibrio
En este apéndice se presentan los detalles relativos a la extensión de la
aproximación non-crossing para tratar los problemas de no equilibrio. Como
se discute en la Sec. A.5 del Apéndice A la NCA es una aproximación conce-
bida para resolver el modelo de Anderson para el problema de la impureza.
Sin embargo, como fue señalado por Meir y Wingreen [Meir and Wingreen,
1992], en algunos casos, el transporte a través de una región con interaccio-
nes puede ser modelado usando el modelo de Anderson. Esto es razonable
ya que en los dispositivos nanoscópicos es posible tener regiones en las que
los electrones están muy confinados y se comportan como átomos artificia-
les, con niveles localizados y un espectro discreto de energía. Si las regiones
son lo suficientemente pequeñas, los niveles son muy localizados y la repul-
sión de Coulomb es relevante. En un cierto régimen, un electrón ocupando
el nivel localizado con espín hacia arriba o hacia abajo desempeña el papel
de una única “impureza”. Como en un metal, la impureza se hibrida con los
electrones de conducción de la fuente y el sumidero conectados a la región
confinada pudiendo ocupar los estados localizados. A su vez, un electrón
localizado puede saltar de nuevo a los cables. La NCA es una herramien-
ta muy útil, ya que puede ser extendida para resolver el modelo Anderson
fuera de equilibrio [Wingreen and Meir, 1994].
C.1. Modelo
En el modelo para el problema de transporte, el sistema se divide en
H = HL +HR +HC +HMIX ,
donde Hν es el Hamiltoniano del reservorio a izquierda (ν = L) o derecha







con diferentes potenciales químicos µν , por lo que εk,ν,σ = εk,σ − µν . HC es
el Hamiltoniano del conductor central. Se describe como un conjunto de
niveles discretos de energía, que es el caso para los sistemas electrónicos
confinados tales como puntos cuánticos en semiconductores y moléculas.
C.2. Representación en términos de partículas auxiliares 
La repulsión de Coulomb U mide el costo de la energía para poner dos elec-
trones en el mismo nivel localizado. En el caso particular de un solo nivel











Por último,HMIX es Hamiltoniano para la mezcla entre los electrones de
conducción y los electrones localizados. Describe los procesos en los que los



































que recuerda al modelo de la impureza de Anderson. De hecho, dado que
los electrones localizados se acoplan sólo con una combinación lineal de los
estados de conducción, el modelo es un modelo de Anderson SU(2).
Las propiedades de transporte se pueden calcular con la expresión ge-

















donde fL (fR) es la función de distribución de Fermi del reservorio izquierdo





Gr,a,< son las funciones de Green retardada, avanzada y menor. Ellas están
determinadas por las propiedades del conductor central. En el contexto del
Hamiltoniano de la Ec. (C.1), estas funciones de Green son el resultado de
resolver el problema interactuante en presencia de los cables con diferentes
potenciales químicos.
Antes de exponer los detalles, como se discutió en la Sec. A.6 hay rela-
ciones útiles entre los propagadores. Utilizando el resultado de la Ec. (A.45),
Gr − Ga = G> − G<, la corriente puede calcularse sólo en términos de las
funciones de Green menor y mayor .
C.2. Representación en términos de partículas au-
xiliares
Con el fin de resolver el Hamiltoniano de la Ec. (C.1), las posibles ocu-
paciones del nivel de energía {|0〉, |σ〉, | ↑↓〉} están representadas por nue-
vas partículas llamadas partículas auxiliares. En el límite de repulsión de
 C. NCA fuera de equilibrio






y las partículas auxiliares se introducen con la identificación{
|0〉 → b†|vac〉
|σ〉 → f †σ|vac〉
donde f †σ es el operador de la creación de un pseudo-fermión (para diferen-
ciarlo de los verdaderos fermiones) y b† representa al bosón vacío o esclavo.





e imponiendo la restricción Q = 1. El fermión físico d†σ = |σ〉〈0| se puede
escribir en términos de partículas auxiliares como d†σ = f †σb. La ocupación
del nivel localizado implica la destrucción del bosón vacío acompañado con
la creación de un pseudo-fermión.
El Hamiltoniano puede ser también escrito en la representación de partí-
culas auxiliares. Introduciendo el vínculo con un multiplicador de Lagrange
λ como K = H + λQ, el Hamiltoniano se puede separar como K = K0 +K1
con

















Cabe señalar que la repulsión de Coulomb parece haberse perdido. De
hecho, la restricción al espacio de Q = 1 garantiza el efecto de la repulsión
infinita: sólo hay una partícula auxiliar (vacío o pseudo-fermión) a cada mo-
mento en el nivel.
C.3. El propagador físico en la representación de
partículas auxiliares
A partir de las definiciones dadas en las Ecs. (A.43) y (A.44), las funcio-
nes de Green menor y mayor para el fermión físico son
G<d,σ(t− t′) = i〈d†σ(t′)dσ(t)〉, (C.3)
G>d,σ(t− t′) = −i〈dσ(t)d†σ(t′)〉, (C.4)
y las funciones de Green retardadas y avanzadas son
Grd,σ(t− t′) = −iθ(t− t′)〈{dσ(t), d†σ(t′)}〉, (C.5)
Gad,σ(t− t′) = iθ(t′, t)〈{dσ(t), d†σ(t′)}〉. (C.6)
C.4. Expansión diagramática NCA 
Se ha considerado que en el régimen estacionario estos propagadores
dependen sólo de la diferencia de los tiempos, t− t′. Estas funciones pueden
escribirse en términos de las partículas auxiliares. A partir de la definición
del propagador menor (Ec. (C.3))
G<d,σ(t− t′) = i〈f †σ(t′)b(t′)b†(t)fσ(t)〉,
que como se discutió en el Apéndice B dentro de la NCA se factoriza como




Introduciendo las funciones de Green menores y mayores para el pseudo-
fermión y el bosón dvacío,
G<σ (t− t′) = i〈f †σ(t′)fσ(t)〉, (C.7)
G>σ (t− t′) = −i〈fσ(t)f †σ(t′)〉, (C.8)
D<(t− t′) = −i〈b†(t′)b(t)〉, (C.9)
D>(t− t′) = −i〈b(t)b†(t′)〉, (C.10)
los propagadores físicos dentro de la NCA pueden calcularse como
G<d,σ(t− t′)
NCA
= iG<σ (t− t′)D>(t′ − t), (C.11)
G>σ (t− t′)
NCA
= iD<(t′ − t)G>σ (t− t′). (C.12)












′ + ω)D<(ω′). (C.14)
Con el fin de resolver el problema fuera de equilibrio y calcular las pro-
piedades de transporte, es necesario encontrar las funciones de Green físicas
menores y mayores definidas en las Ecs. (C.3) y (C.4). Ellas pueden ser obte-
nidos a partir de las de las partículas auxiliares a través de las Ecs. (C.13) y
(C.14). El problema es ahora calcular cuatro propagadores en lugar de dos:
G>σ , G<σ , D> y D<.
C.4. Expansión diagramática NCA
Los bloques de construcción
Las funciones de Green para las partículas auxiliares definidas en las Ecs.
(C.7) - (C.10) se pueden calcular en un desarrollo perturbativo. El acopla-
miento entre los electrones de conducción y el conductor central descripto
 C. NCA fuera de equilibrio
por K1 (Eq. (C.2)) se trata como una perturbación. Teniendo en cuenta el re-
sultado de la Ec. (A.48), la función de Green menor para el pseudo-fermión
puede calcularse como





ds1 · · ·
∫
dsn 〈TC f̂ †σ(t′)K̂1(s1) · · · K̂1(sn)f̂σ(t)〉0,
donde s1 · · · sn son variables de tiempo que viven en el contorno de Keldysh,
TC es el operador de ordenamiento temporal en el contorno y sólo los dia-
gramas conectados y topológicamente diferentes son considerados. La no-
tación ˆsombrero se utiliza para los operadores en la representación de inter-
acción. El orden cero da la función de Green menor no perturbada
g<σ (t− t′) = i〈f̂ †σ(t′)f̂σ(t)〉0,
representada como una flecha de línea continua en la Fig. C.1. En la función
de Green menor está implícito que la creación se produce después de la
destrucción. La flecha va desde la parte inferior hacia la rama superior del
contorno Keldysh.





Los otros propagadores no perturbadas son
g>σ (t− t′) = −i〈f̂σ(t)f̂ †σ(t′)〉0
d<(t− t′) = −i〈b̂†(t′)b̂(t)〉0,
d>(t− t′) = −i〈b̂(t)b̂†(t′)〉0,













Figura C.2: Propagador mayor desnudo para (a) el pseudo-fermión y (c) el bosón. (b) Pro-
pagador desnudo menor para el bosón.
Para los propagadores mayores, la destrucción se produce después de la
creación. La dirección es desde la rama superior hacia la rama inferior. El
propagador para el bosón se representa con una línea ondulada. Las otras
funciones de Green importantes son las de los electrones de conducción
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Figura C.3: Propagador desnudo










las cuales están representados en la Fig. C.3 con flechas de líneas de trazos.
Los propagadores desnudos representados en las Fig. C.1, C.2 y C.3 son
los bloques de construcción para la serie diagramática.
El vínculo entre estos bloques está dado por los vértices de la teoría.
Dado K1, estos son (i) Vkνσc
†
kνσb
†fσ y (ii) V ∗kνσf †σbckνσ. Están representados en
la Fig. C.4.
Figura C.4: Vertices de la perturbación K1
descriptos en el texto.
(ii)(i)
El vértice (i) representa un electrón que deja el nivel localizado destru-
yendo un pseudo-fermión y creando un bosón vacío junto con la creación de
un electrón de conducción en el cable. (ii) Describe lo contrario, un electrón
que se destruído en el cable y creado en el conductor, junto con la destruc-
ción del bosón vacío.
Desarrollo diagramático a segundo orden y más
El próximo órden no trivial en perturbaciones es n = 2. Hay dos vértices
que pueden estar en la parte superior o en la rama inferior del contorno.
Esto significa que hay 22 = 4 posibilidades para los vértices. El desarro-
llo diagramático hasta segundo orden para la función de Green menor del
pseudo-fermión se muestra en la Fig. C.5.
=
+ + + + + ...
Figura C.5: Desarrollo diagramático a segundo órden para la función de Green menor del
pseudo-fermión.
el desarrollo diagramático es similar al caso en equilibrio explicado en
la Sec. A.5. El problema es ahora que todos los posibles diagramas pueden
ahora estar en la parte superior o en la rama inferior del contorno, ¡ o com-
partido por ambos!. La estructura es como
G<(ω) = g<(ω) + g<(ω)ΣT (ω)GT (ω) + gT̃ (ω)Σ<(ω)GT (ω)
+ g<(ω)Σ>(ω)G<(ω) + gT̃ (ω)ΣT̃ (ω)G<(ω),
 C. NCA fuera de equilibrio
donde Σ es la auto-energía. En este caso se trata de una “burbuja” formada
por el propagador del bosón y el de los electrones de conducción. Si esta
auto-energía es sustituída por la auto-energía irreductible, que es la suma
sobre todas las diferentes contribuciones de auto-energía, el resultado per-
mite llegar a la ecuación de Dyson de no equilibrio. Se puede demostrar
que dentro de la NCA, donde no se tienen en cuenta todos los diagramas
con cruces de propagadores de electrones de conducción, es posible hacer
esta resumación.
Con el fin de ilustrar cómo se puede hacer esto, el desarrollo se continúa
hasta n = 4. Hay cuatro vértices y, por tanto, 24 = 16 posibles posiciones en
el contorno. Por otra parte, hay dos diagramas topológicamente diferentes
que pueden ser construidos de acuerdo con las posibles contracciones com-
patibles con el teorema de Wick. Estos dos diagramas se muestran en la Fig.
C.6.
Figura C.6: Posibles diagramas conectados
que se pueden construir con cuatro vértices.
El primer diagrama es reducible ya que se puede cortar con una línea
vertical sin necesidad de partir un propagador al medio y el segundo es
irreducible. La contribución del órden n = 4 se puede separar como con-
tribuciones a ΣT , Σ<, Σ> y ΣT̃ . La forma general de los desarrollos pertur-
bativos en el formalismo Keldysh fue discutido en la Sec. A.6 del Apéndice
A.
(- -) Las contribuciones de n = 4 a la auto-energía anti-ordenada temporal
ΣT̃ (o Σ−−) se muestran en la Fig. C.7
Figura C.7: Contribuciones de n = 4 a ΣT̃ .
(- +) Las contribuciones de n = 4 a la auto-energía menor Σ< (o Σ−+) se
muestran en la Fig. C.8
(+ -) La contribución de n = 4 para la auto-energía mayor Σ> (o Σ+−) se
muestran en la Fig. C.9
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Figura C.8: Contribuciones de n = 4 a Σ<.
Figura C.9: Contributions of n = 4 to Σ>.
(+ +) Por último, las contribuciones de n = 4 a la auto-energía ordenada
temporal ΣT (o Σ++) se muestran en la Fig. C.10
Figura C.10: Contribuciones de n = 4 a ΣT .
Hay 32 nuevos diagramas además a los cuatro anteriores y los propaga-
dores desnudos. En cada una de estas expansiones las contribuciones redu-
cibles e irreducibles se pueden separar. Los términos irreducibles se pueden
poner todos juntos y factorizar apropiadamente como se muestra en la Fig.
C.11 para las contribuciones a la auto-energía menor.
La expresión entre paréntesis es propagador menor vestido del bosón.
Esta es la resumación de la NCA. Es posible porque los diagramas con cru-
ces no se tienen en cuenta (lo que permite tomar el propagador del electrón
de conducción como un factor común). En la auto-energía irreducible me-
nor que se muestra en la Fig. C.12 todos los diagramas irreducibles a todos
los órdenes de perturbaciones son considerados. Las auto-energías irredu-
cibles ordenada temporal, mayor y anti-ordenada se pueden encontrar de
forma análoga.
Las burbujas de auto-energía irreducibles se pueden insertar en los dia-
gramas reducibles. La serie diagramática resultante para la función de Green
menor del pseudo-fermión se muestra en la Fig. C.13.
 C. NCA fuera de equilibrio
+ + + + + ...
+ + + + + ...
Figura C.11: Factorización de los diagramas irreducibles que contribuyen a la auto-energía
menor.
Figura C.12: Corrección de la función de
Green menor con la auto-energía irreducible.
= + + + + + + ...
+ + + + + + ...
+ + + + +
+ + + + +
+ ...
+ ...
Figura C.13: Desarrollo diagramático de la función de Green menor del pseudo-fermión.
Todas las burbujas de auto-energía en los diagramas reducibles han sido sustituídas por las
correspondientes auto-energías irreducibles.
Con la factorización apropiada, esta expansión se puede simplificar y
mostrar que toma la forma de una ecuación de Dyson de no equilibrio. El
conjunto de ecuaciones NCA de no equilibrio se presenta en la Fig. C.14.
= + + + +
= + + + +
Figura C.14: Ecuaciones de Dyson NCA de no equilibrio.
Los resultados para las funciones de Green menores del pseudo-fermión
y el bosón se muestran juntas en la figura, ya que forman el núcleo de la
C.5. Expresiones analíticas 
aproximación. Estas ecuaciones tienen que ser resueltas auto-consistentemente.
La NCA es una aproximación no perturbativa, ya que tiene en cuenta infi-
nitos órdenes en perturbaciones.
C.5. Expresiones analíticas
Se puede observar que las funciones de Green menores dependen de las
cuatro auto-energías (ordenada temporal, menor, mayor y anti-ordenada)
que a su vez, dependen de las cuatro funciones de Green vestidas. El pro-
blema parece bastante complicado. Esta es la estructura de la ecuación de
Dyson en el formalismo Keldysh. Sin embargo, como se muestra en la Sec.
A.8, la componente menor de la ecuación de Dyson se puede calcular como
(véase la Ec. (A.58))
G≶ = GrΣ≶Ga,
D≶ = DrΠ≶Da,
por lo tanto, sólo es necesario calcular las auto-energías menores y mayores.








ω − E0 − Πr,a(ω)
,
y como se muestra a continuación, las auto-energías retardadas y avanzadas
se pueden obtener de la menor y la mayor.
Auto-energía menor del pseudo-fermón
La auto-energía menor para el pseudo-fermión se muestra en la Fig.
C.15.
Figura C.15: Auto-energía menor para el pseudo-
fermión.
Con el fin de derivar la expresión analítica para la auto-energía, es más
fácil escribir la expresión para el diagrama obtenido a segundo orden y lue-
go cambiar al propagador desnudo del bosón por el vestido.
La función de Green menor del pseudo-fermión a segundo orden es




ds2 〈TC f̂ †σ(t′)K̂1(s1)K̂1(s2)f̂σ(t)〉0,
 C. NCA fuera de equilibrio
y escribiendo explícitamente la perturbación K1












Para la auto-energía menor, s1 ∈ C2 (la rama inferior) y s2 ∈ C1. Las integra-

















y de acuerdo con el teorema de Wick, sólo hay una posible contracción que












〈T̃ f̂σ(t1)f̂ †σ(0)〉0〈T f̂σ(t)f̂ †σ(t2)〉0.












σ (t− t2)g<kk′,νσ(t2 − t1)d<(t2 − t1)gT̃σ (t1),














σ (t− t2)g<kνσ(t2 − t1)d<(t2 − t1)gT̃σ (t1).









σ (t− t2)Σ<(2)(t2 − t1)gT̃σ (t1).
con la auto-energía
Σ<(2)σ (t2 − t1) = i
∑
kν
|Vν |2g<kνσ(t2 − t1)d<(t2 − t1),
que es la traducción del diagrama de auto-energía burbuja. El diagrama irre-
ducible puede obtenerse reemplazando el propagador no perturbado del
bosón por el vestido





|Vν |2g<kνσ(t2 − t1)D<(t2 − t1).
En el dominio de frecuencia,







g<kνσ(ω − ω′)D<(ω′) . (C.15)
La auto-energía mayor puede obtenerse cambiando <→>.
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Auto-energía del bosón
El diagrama de la auto-energía del bosón se muestra en la Fig. C.16.
Figura C.16: Auto-energía menor del bosón.






|Vν |2g>kk,νσ(t1 − t2)G<σ (t2 − t1),







|Vν |2g>kk,νσ(ω′ − ω)G<σ (ω′) . (C.16)
C.6. Funciones de Green retardadas y avanzadas
Las funciones de Green retardadas y avanzadas se pueden obtener de la
menor y la mayor con la ayuda de las relaciones entre los propagadores
Gr(t) = −θ(t)(G<(t)−G>(t)),
Ga(t) = −θ(−t)(G>(t)−G<(t)).
La contribución más importante proviene de las funciones de Green mayo-
res ya que para la menor actúa primero el operador de destrucción en el
estado fundamental. Por ende
Gr(t) = +θ(t)G>(t),
Ga(t) = −θ(−t)G>(t),










, donde θ(ω′) = 1
ω′+iη






ω − ω′ + iη
, (C.17)
 C. NCA fuera de equilibrio






ω − ω′ − iη
. (C.18)
Puede verificarse que Ga(ω + iη) = Gr(ω − iη)






ω − ω′ + iη
, (C.19)














ω − ω′ + iη
. (C.21)





′t, donde θ(ω′) = 1ω′−iη con η → 0
+
APÉNDICE D
Detalles del cálculo de la
espectroscopía del Kondo orbital
Este apéndice es un complemento de los Capítulos 9 y 10. Hemos mo-
delado el transporte a través de un sistema de dos puntos cuánticos con un
modelo de Anderson SU(4). Dado que cada uno de los puntos está conecta-
do a su propio par de cables de fuente y sumidero, hemos modificado nues-
tro esquema de cálculo para permitir cuatro potenciales químicos diferen-
tes. Resolvemos el modelo con la extensión de la aproximación non-crossing
(NCA) fuera de equilibrio. Las ecuaciones diagramáticas de la NCA en equi-
librio se derivan en la Sec. A.5 del Apéndice A. Corresponden al modelo de
Anderson SU(2), es decir, sólo se considera un nivel con degeneración de
espín. Trabajamos en un límite de repulsión de Coulomb muy grande (in-
finita) en el que se prohíbe la doble ocupación. Las ecuaciones NCA tienen
que ser resueltas auto-consistentemente. Los detalles de la aproximación se
discuten en el Apéndice B. Aunque la NCA no es la técnica numérica más
robusta para resolver el problema de la impureza (en comparación con el
grupo de renormalización numérico (NRG), por ejemplo), una de las venta-
jas de la NCA es que puede extenderse muy fácilmente fuera de equilibrio.
Dado que es una aproximación diagramática, es posible obtener el conjun-
to de ecuaciones de NCA fuera de equilibrio utilizando el formalismo de
Keldysh. Es como una traducción de los diagramas de equilibrio al con-
torno de Keldysh. Esto se discute en el Apéndice C. Tomando esto como
punto de partida, presento en la Sec. D.1 las modificaciones necesarias en
el problema de los dos puntos cuánticos. Además, en la Sec. D.2 se da una
prueba de la conservación de la corriente dentro de la NCA.
D.1. Cálculo numérico dentro la aproximación non-
crossing
Modelo
Un esquema del sistema de dos puntos cuánticos se muestra en la Fig.
D.1.
Nuestro modelo para este problema de dos puntos cuánticos (QD) cerca
de la simetría SU(4) considera una configuración singlete mezclada con dos
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Figura D.1: Esquema del sistema de
dos puntos cuánticos (DQD).
dobletes de espín |iσ〉 correspondientes a un electrón adicional (o hueco)
en el QDi. El Hamiltoniano para nuestro modelo se puede separar como







describe los cuatro cables metálicos marcados con ν (izquierda o derecha;
también fuente o sumidero) que están acoplados los puntos i. En nuestro
modelo, los dos puntos cuánticos en la región central se describen con dos
dobletes con energías Ei, i = 1, 2 y una repulsión electrostática infinita den-






iσdiσ + Coulomb repulsion.
En este límite, no es posible tener más de un electrón en total. El acoplamien-









donde tomamos elementos de matriz túnel independientes de impulso Vνi.
Los acoplamientos de cada QD a fuente y sumidero son ΓSi y ΓDi, respec-
tivamente, donde Γνi = 2π|Vνi|2ρνi y ρνi es la densidad de estados de los
electrones de conducción en el cable νi considerada constante.
La corriente
La corriente a través de cada punto cuántico In se puede calcular con la

















donde fSn (fDn) es la función de Fermi de los electrones en la fuente (el su-
midero) acoplada al punto n. La corriente total se puede encontrar sumando
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las contribuciones de ambos puntos cuánticos, I =
∑
n In. Las funciones de
Keldysh que intervienen en el cálculo se definen (en condiciones estaciona-
rias) como
















Representación en partículas auxiliares
En el límite considerado aquí de repulsión de Coulomb infinita, las po-
sibles ocupaciones son el estado singlete representado como vacío |0〉 y
los dobletes |iσ〉. La relación de completitud puede ser expresada como
Q = |0〉〈0| +
∑
iσ |iσ〉〈iσ| = 1. Estos estados pueden ser representados por
partículas auxiliares a partir de la identificación{
|0〉 → b†|vac〉
|iσ〉 → f †iσ|vac〉
donde f †iσ es el operador de creación de pseudo-fermiones y b
† crea un bo-
són esclavo. En contraste con el caso SU(2) analizado en el Apéndice B, hay
dos pseudo-fermiones. Los operadores de creación y destrucción para el fer-




El Hamiltoniano también puede escribirse en términos de partículas au-
xiliares. La repulsión de Coulomb infinita puede tenerse en cuenta impo-
niendo la restricción de Q = 1. Esto puede incluirse en el Hamiltoniano con
un multiplicador de Lagrange, K = H + λQ. Separando el Hamiltoniano
como K = K0 +K1,

















donde K1 es tratado como una perturbación.
Representación de las funciones de Green
Las funciones de Green menores y mayores definidas en las Ecs. (D.2) y
(D.3) se pueden calcular en términos de las funciones de Green de partículas
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porque no hay correlación entre el bosón esclavo y los pseudo-fermiones.
Introduciendo las definiciones








D<(t− t′) = −i〈b†(t′)b(t)〉, (D.10)
D>(t− t′) = −i〈b(t)b†(t′)〉, (D.11)
las funciones de Green físicas se pueden expresar como una convolución de












′ + ω)D<(ω′). (D.13)
El operador Q viene del proceso de proyección en el espacio de Q = 1. La




Serie diagramática y expresiones analíticas
Las funciones de Green de no equilibrio de las partículas auxiliares pue-
den obtenerse auto-consistentemente dentro de NCA. La contribución me-









Figura D.2: Contribución menor a
la ecuación de Dyson de no equili-
brio en NCA.
Como se discutió en la Sec. C.5 del Apéndice C, es posible mostrar que la
componente menor (mayor) de la ecuación de Dyson depende únicamente
de la auto-energía menor (mayor)
G≶ = GrΣ≶Ga, (D.14)
D≶ = DrΠ≶Da. (D.15)
Las expresiones analíticas para las auto-energías pueden ser obtenidas a
D.2. Conservación de la corriente 

































′ − ω)G>nn,σ(ω′). (D.19)
Los auto-energías retardadas y avanzadas pueden calcularse a partir de














ω − ω′ ± iη
, (D.21)
donde el signo + (−) es para las auto-energías retardadas (avanzadas). Las
funciones de Green retardadas y avanzadas satisfacen ecuaciones de Dyson
usuales
Gr,ann,σ(ω) = (ω − En − λ− Σr,ann,σ)−1, (D.22)
Dr,a(ω) = (ω − λ− Πr,a)−1. (D.23)
Procedimiento numérico
Se propone una semilla inicial para los propagadoresG≶n yD≶. Las auto-
energías menores y mayores pueden calcularse utilizando las expresiones
en las Ecs. (D.16) - (D.19). Con estas auto-energías, las retardadas y avan-
zadas pueden ser calculadas mediante la transformación de las Ecs. (D.20)
y (D.21). A partir de las ecuaciones de Dyson en las Ecs. (D.22) y (D.23),
las funciones de Green avanzadas y retardadas pueden también ser calcula-
das. Usando estas funciones de Green, junto con las auto-energías menores
y mayores, los propagadores iniciales pueden ser re-calculados con las Ecs.
(D.14) y (D.15), llamadas relaciones constitutivas. Este proceso tiene que ser
iterado hasta la convergencia.
D.2. Conservación de la corriente
Presento una demostración de la conservación de la corriente a través de
cada punto cuántico dentro de NCA.
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El primer paso es utilizar la propiedadGr−Ga = G>−G< en la Ec. (D.1)
para tener una expresión para la corriente sólo en términos de las funciones








− [(fSn(ω)− 1)ΓSn(ω)− (fDn(ω)− 1)ΓDn(ω)]G<dn,nσ(ω)
}
.
Aquí la suma sobre el espín se ha realizado para dar un factor de 2. Esta
expresión fue construída considerando In = (ISn−IDn)/2 suponiendo IDn =
−ISn. Para probar esto, es equivalente mostrar que ISn + IDn = 0. La suma
de ambas contribuciones es







− [(fSn(ω)− 1)ΓSn(ω)+(fDn(ω)− 1)ΓDn(ω)]G<dn,nσ(ω)
}
.
El segundo paso es reemplazar las funciones de Green físicas por su re-
presentación en términos de partículas auxiliares (Ecs. (D.12) y (D.13)),

















Γνn(1− fνn(ω))G<nn,σ(ω′ + ω)D>(ω′)
}
.
El siguiente paso es cambiar una de las variables de integración ω → ω =
ω′′ − ω′ y reorganizar




























Las expresiones entre paréntesis son las auto-energías definidas en las Ecs.
(D.16) y (D.18), así



















El último paso consiste en utilizar las relaciones constitutivas dadas en
la Ec. (D.14)










que es cero. La corriente a través de cada QD se conserva dentro de NCA.
APÉNDICE E
Solución numérica para el
acoplamiento electrón-fonón con
NCA
Este apéndice es un complemento de los Capítulos 11 - 13. El objeto de
estudio de estos capítulos es el efecto del acoplamiento de electrones y fono-
nes en las propiedades de transporte. Esto es relevante en la descripción de
transporte a través de moléculas, donde la adición (o substracción) de carga
eléctrica puede generar el estiramiento (o contracción) de las ligaduras para
minimizar la energía electrostática. Esto conduce a un acoplamiento entre la
carga en la molécula y los modos de vibración. Como objetivo final, quere-
mos estudiar el efecto de los fonones en los fenómenos de interferencia. En
esta medida se ha modificado el modelo de Aligia para tratar la interferen-
cia en los sistemas interactuantes para incluir el acoplamiento de electrones
y fonones. En un cierto límite, el modelo se reduce al de Anderson-Holstein.
Nosotros usamos la aproximación non-crossing (NCA) para resolver el pro-
blema interactuante en la presencia de fonones.
Presento aquí los detalles relativos a la solución numérica. En la Sec.
E.1 se introduce la modificación del modelo de interferencia con el acopla-
miento de electrones y fonones. Las expresiones diagramáticas de la NCA
se derivan en la Sec. E.2. Al final de esta sección hay una prueba del hecho
de que los fonones no están vestidos en la aproximación non-crossing. En la
Sec. E.3 se derivan las expresiones analíticas de las auto-energías que impli-
can al propagador de los fonones. Las expresiones en el caso particular del
modelo de Anderson-Holstein SU(2) se presentan en la Sec. E.4.
E.1. El modelo
El modelo de Aligia se describe en el Capítulo 5. El modelo considera
dos dobletes de espín, ambos están acoplados a un par de cables izquierda-






















i↓di↓ + inter-level Coulomb repulsion,
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donde d†iσ (diσ) crea (destruye) un electrón en el estado localizado i = 1, 2
con espín σ , c†νkσ crea un electrón de conducción en la izquierda (ν = L)
o derecha (ν = R) con momento k y espín σ y V iν es el elemento de matriz
túnel entre el cable ν y el doblete i, supuesto independiente de k. Mediante
transformaciones de calibre, tres de los cuatro V iν se pueden hacer reales y
positivos. El salto efectivo restante puede ser elegido como V 2R = |V 2R|e−iφ,
donde φ es una fase que depende de la simetría de los estados y de la geo-
metría de la conexión. La doble ocupación de cada doblete está penalizada
con U debido a la repulsión de Coulomb y también hay una interacción de
repulsión entre los niveles. Hemos resuelto este Hamiltoniano en el límite
de repulsión de Coulomb muy grande intra e inter-puntos. Esto prohíbe te-
ner un número total de electrones mayor que uno en los niveles localizados.







donde aα y a†α son los operadores de destrucción y creación para el modo de
vibración α de frecuencia ωα.
El acoplamiento electrón-fonón se describe como una fuerza que cambia
la posición de equilibrio del oscilador proporcionalmente a la carga electró-
nica, i.e. a la ocupación niσ = d
†









donde λiα es la constante de acoplamiento entre el nivel de i y el modo α.































E.2. La aproximación non-crossing
Representación en términos de partículas auxiliares
Dentro de la aproximación non-crossing el singlete y los dobletes {|S〉, |iσ〉}
son representados por partículas auxiliares. Con la identificación{
|S〉 → b†|vac〉
|iσ〉 → f †iσ|vac〉
,
el singlete en representado por un bosón esclavo b† y los dobletes de dos
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y la condición Q = 1 se impone para garantizar la repulsión de Coulomb
infinita. Teniendo esto en cuenta con un multiplicador de Lagrange Λ en el
Hamiltoniano, K = H + ΛQ. Este se puede escribir en la representación de
partículas auxiliares y separar como K = K0 +K1 donde





























donde K1 es tratado como una perturbación. Hay dos contribuciones a K1:
una es el acoplamiento a los electrones de conducción y la otra es el acopla-
miento a los fonones. Dentro de la NCA ambos acoplamientos son tratados
en pie de igualdad.
Expresiones diagramáticas
La aproximación non-crossing es una aproximación diagramática no per-
turvativa donde se consideran procesos de todos las órdenes en perturba-
ciones. Sin tener en cuenta los diagramas que tienen cruces de propagado-
res de electrones de conducción, una resumación de la serie diagramática
es posible. Las funciones de Green vestidas se pueden obtener resolviendo
un conjunto de ecuaciones de Dyson auto-consistentes, las ecuaciones de la
NCA.
Los vértices de la perturbación se puede construir del Hamiltoniano K1
en la Ec. (E.3). Se muestran en la Fig. E.1.
(ii)(i)
( iv)(iii)
Figura E.1: Vértices para la serie perturbativa tomados de K1 y descriptos en el texto.
El proceso (i) ((ii)) representa la destrucción (creación) de un electrón en
el nivel de i en la molécula y la creación simultánea (destrucción) de un
electrón de conducción y un bosón esclavo. El propagador de los electrones
localizados (de conducción) se representa con una flecha de línea continua
(línea discontinua) mientras el propagador del bosón esclavo se represen-
ta con una línea ondulada. Los procesos (iii) y (iv) son los que implican al
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modo de vibración. El propagador de fonones se representa con una línea
helicoidal. En (iii) ((iv)) un fonón se crea (se absorbe).
Presento aquí una derivación diferente de las auto-energías NCA basa-
da en la construcción de funcionales. Según Baym y Kadanof, las expresio-
nes de auto-energía se pueden encontrar mediante la diferenciación de los
funcionales con respecto a la función de Green apropiada. Los funcionales
pueden ser construidos a partir de los vértices que se muestran en la Fig.
E.1. Hay dos funcionales que se muestran en la Fig. E.2.
(b)(a)
Figura E.2: Funcionales construídos a partir de K1. Representan el acoplamiento a (a) los
electrones de conducción y (b) los fonones.
El funcional Fe[Giσ, Gb, Gkσ] que se muestra en la Fig. E.2(a) es el fun-
cional usual de la NCA para los grados de libertad electrónicos y el que se
muestra en (b), Fph[Giσ, Gjσ, Gα], es el nuevo que describe el acoplamien-
to con los fonones. Las auto-energías se pueden obtener por diferenciación,








Figura E.3: Auto-energías obtenidas por diferenciación de los funcionales.
A partir de estas auto-energías, se puede demostrar que la auto-energía
para los electrones de conducción Σc y para los fonones Σa son cero dentro
de NCA. Esto ocurre debido a que son correcciones en el que dos partículas
auxiliares ocupan los niveles al mismo tiempo. Esto está prohibido por la
restricciónQ = 1. Como se discutió en la Sec. B.4, cuando el límite de Λ→∞
es tomado para proyectar en el espacio físico con Q = 1, estas auto-energías
se anulan. Los electrones de conducción y los fonones no están vestidos
dentro de la aproximación non-crossing. La prueba se da aquí para Σa.
Demostración Σa = 0
La traducción de los diagramas para obtener las expresiones analíticas
se puede hacer siguiendo algunas reglas simples:
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1- Etiquetar los propagadores. El pseudo-fermión tiene la etiqueta de i, σ,
el de los electrones de conducción kσ y el de fonones α.
2- Asignar el valor correspondiente del acoplamiento al vértice: Vjν o λiα.
Las magnitudes físicas (energía, impulso, espín) deben ser conserva-
dos en cada vértice.
3- Asignar las energías teniendo en cuenta que los diagramas de auto-
energía tienen una entrada de energía iωn. Es más fácil para asignar la
energía iνn a uno de los propagadores y definir las otras energías por
conservación.
4- Sumar sobre los grados de libertad internos: k, iνn, σ, recordando el
factor 1
β
correspondiente a cada suma de Matsubara.
5- Multiplicar por (−1)m+F , donde F es el número de bucles fermiónicos
en el diagrama y m es
para auto-energías bosónicas, la mitad del número de vértices,
para auto-energías fermiónicas, el número de propagadores bosó-
nicos internos.
La auto-energía del fonón ΣΛa (iωn) = ΣΛα(iωn) es bosónica e incluye dos
propagadores de pseudo-fermiones GΛiσ. El superíndice Λ es para recordar
que el cálculo se realiza en el ensamble gran canónico, con un número arbi-














































en la frecuencia fermiónica iνn. El resultado es
S =
f(x)
x− iωn − y
+
f(y)
y + iωn − x
,











x− iωn − y
+
ρΛiσ(y)
x+ iωn − y
)
,
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GΛiσ(x− iωn) +GΛσ (x+ iωn)
]
.
Como se explica en la Sec. B.4, la proyección al espacio conQ = 1 se hace








GΛiσ(x+ Λ− iωn) +GΛσ (x+ Λ + iωn)
]
,
y luego tomando el límite de Λ→∞. De acuerdo con las Ecs. (B.12) y (B.13),
ĺımΛ→∞G
Λ
iσ(x+ Λ) = Giσ(x), y ĺımΛ→∞ ρΛiσ(x+ Λ) = ρiσ(x).












GΛiσ(x− iωn) +GΛσ (x+ iωn)
]
,
lo que da Σα(iωn) = 0. Los fonones no se renormalizan en NCA y Gα(iωn) =
[iωn − ωα]−1.
E.3. Expresión analítica para las nuevas auto-energías
Siguiendo las mismas reglas indicadas anteriormente es posible escribir











Figura E.4: Contribución de los fonones a la auto-energía del pseudo-fermión.
Los diagramas se muestran en la Fig. E.4 e incluyen un propagador de
fonones GΛα y un pseudo-fermión GΛiσ. En primer lugar, los propagadores se











GΛiσ(iωn − iνn) +GΛiσ(iωn + iνn)
]
.
Dado que es una auto-energía fermiónica, que no hay bucles fermiónicos
y que hay sólo un propagador bosónico, (−1)m+F = −1. Haciendo una suma
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sobre los grados de libertad internos: la frecuencia Matsubara iν y el índice












GΛiσ(iωn − iνn) +GΛiσ(iωn + iνn)
]
.












GΛiσ(iωn − iνn) +GΛiσ(iωn + iνn)
]
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iωn − iνn − x
+
1
iωn + iνn − x
]
,
























iωn + iνn − x
]
.
El resultado de la suma en la frecuencia bosónica iνn es
S =
b(Ωα)
−Ωα + iωn − x
+
b(Ωα)
Ωα + iωn − x
+
f(−x)
iωn − x− Ωα
+
f(x)
iωn − x+ Ωα
,
donde b(z) = [eβz−1]−1 es la distribución de Bose-Einstein. Usando el hecho
de que f(−x) = 1− f(x),
S =
b(Ωα) + 1
−Ωα + iωn − x
+
b(Ωα)
Ωα + iωn − x
+
−f(x)
iωn − x− Ωα
+
f(x)
iωn − x+ Ωα
.
Los dos últimos términos que dependen de la función de Fermi se anulan











−Ωα + iωn − x
+
b(Ωα)
Ωα + iωn − x
]
,
donde las funciones de Green se pueden recuperar de la representación es-






λ2iα [(b(Ωα) + 1)Giσ(iωn − Ωα) + b(Ωα)Giσ(iωn + Ωα)] , (E.4)
E. Solución numérica para el acoplamiento electrón-fonón con NCA
E.4. Caso especial: un nivel y un solo modo de vi-
bración
En el caso en que sólo el acoplamiento de un modo de vibración a un




2 [(b(Ω0) + 1)G1σ(iωn − Ω0) + b(Ω0)G1σ(iωn + Ω0)] . (E.5)
Se puede observar que esta nueva auto-energía mezcla los espacios con
±n fonones. Ese es el origen de las réplicas.
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